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KOMPLEKSINIAI SKAIČIAI XVI AMŽIUJE 


Šešioliktojo amžiaus pirmoje pusėje tarp Venecijos ma- 
tematiko pravarde Tartalija (Tartaglia, 1500?— 1557) ir Mi- 
lano mokslininko daktaro Kardano (Hieronimo Cardano, 
1501 — 1576) prasidėjo aštri polemika, vėliau peraugusi į atvirus 
įžeidinėjimus. Ginčas vyko dėl kubinės (trečiojo laipsnio) lyg 
ties išsprendimo bendruoju atveju. Jau seniai matematikams 
kubinė lygtis buvo „kietas riešutas“. Dar senieji Rytų matemati- 
kai (jų tarpe — garsusis poetas ir matematikas Omaras Chaja- 
mas), norėdami išbandyti savo talentą, spręsdavo trečiojo laips- 
nio lygtis atskirais atvejais. Tartalija! 1535 m. atrado būdą, 
kaip rasti visus realius bendrojo pavidalo kubinės lygties spren- 
dinius. Savąjį sprendimo metodą Tartalija prisimindavo eilė- 
mis. Šį eilėraštį jis saugojo didžiausioje paslaptyje. Tačiau po 
gų prašymų ir priesaikos išlaikyti paslaptį  Tartalija eilėraštį 
patikėjo Kardanui. Kaip jis pasipiktino ir įtūžo, 1545 m. išleisto- 
je Kardano knygoje apie algebrą „Didysis menas“ (,„Ars magna“) 
radęs aprašytą savąjį metodą, tiesa, pripažįstant šio metodo 
atradėjų Tartaliją. 

Vėlesni Kardano ir Tartalijos ginčai mažiau liečia kom- 
pleksinių skaičių sąvokos atsiradimą ir labiau rodo karštą pietie- 
tišką abiejų matematikų temperamentą. Juo labiau, kad apra- 
šytasis ginčas dėl prioriteto — kaip tai pasitaiko ir dabar mate- 
matikų tarpe — buvo beprasmis. Anksčiau už Tartaliją kubinę 
lygtį bendruoju pavidalu buvo išsprendęs garsiojo Bolonijos 
universiteto, kuriame savo laiku studijavo ir Kopernikas, pro- 


t Žodis „tartaglia“ italų kalba reiškia miknių — matí matematikas 
jaunystėje buvo kareivis ir, gindamas vieną italų miestą nuo prancūzų, buvo 
sužeistas į galvą — nuo to laiko Tartalija kalbėdamas mikčiodavo. 


fesorius Scipijas del Feras (Scipio del Ferro, 1465?— 1526). 
Tiesa, tų laikų papročiu del Feras savo sprendimo būdo viešai 
nepaskelbė, tik papasakojo keletui draugų. 

Šešioliktojo amžiaus pradžioje matematikai ne tik nežinojo 
kompleksinių skaičių, bet ir vengė vartoti neigiamus skaičius, 
laikydami juos ne visai tikrais ir aiškiais. Kardanas, anot žymios 
dabartinių matematikų grupės, pasivadinusios pseudonimu „Bur- 
baki“ (,,N. Bourbaki“), mažiau bodėjęsis neigiamais skaičiais, 
negu jo bendraamžiai, bandė nagrinėti kubinės lygties x +ax =b 
sprendinį 


b by a \3 
-VEVE E VETE 
vadinamuoju neredukuojamu atveju, būtent, kai Ç )+(5) <(). 
Jis rado tris realius lygties sprendinius, nors tuometiniu požiūriu 
kvadratinė šaknis iš neigiamo skaičiaus neturėjo prasmės. Kar- 
danas netgi bandė formaliai atlikinėti veiksmus su reiškiniais, 
į kuriuos įėjo kvadratinės šaknys iš neigiamų skaičių. 

Vėliau dar vienas žymus Bolonijos matematikas Bombelis 
(Raffael Bombelli, 1530? —1572) sistemingai nagrinėjo kvadra- 
tines šaknis iš neigiamų skaičių, veiksmus su tokiomis šaknimis 
ir kubinės lygties sprendimą neredukuojamu atveju. 

Nors šešioliktame amžiuje matematikai ir išmoko atlikinėti 
veiksmus su kompleksiniais skaičiais, bet tie skaičiai atrodė 
išgalvoti, netikri, menami. Tokio požiūrio atspindys iki šių die- 
nų išliko termine ,,„menami skaičiai“. 

Kaip bebūtų keista, kompleksiniai skaičiai (kalbant da- 
bartiniais terminais) buvo įvesti, nagrinėjant kubineės, o ne pa- 
prasčiau tiriamas kvadratines lygtis, kurių sprendimui, atro- 
dytų, taip natūralu naudoti kompleksinius skaičius. Istorija 
dažnai pasirenka sunkiai įspėjamus ir anaiptol ne trumpiausius 
kelius. 

Beveik visą šimtmetį po Bombelio darbų kompleksiniai skai- 
čiai buvo naudojami matematikoje labai ribotai. Tik 1685 m. 
Valis (J. Wallis, 1616—1703) pastebi abipus vienareikšmę 


Ą 


atitinkamybę tarp kompleksinių skaičių ir plokštumos taškų. 
Dar vėliau Gausas (C. F. Gauss, 1770—1855) vėl iškelia ir 
išvysto šią mintį. Išaiškinama geometrinė veiksmų su komplek- 
siniais skaičiais prasmė. Minėti darbai vėl pagyvino susidomė- 
jimą kompleksiniais skaičiais ir padėjo išsiaiškinti kompleksinio 
skaičiaus sąvoką. Palaipsniui aiškėjo, kad „menami“ skaičiai 
yra tiek pat realūs matematikos objektai, kaip ir realieji („„tik- 
rieji“) skaičiai. 


KOMPLEKSINIŲ SKAIČIŲ APIBRĖŽIMAS 


Kompleksiniu skaičiumi z yra vadinama realiųjų skai- 
čių a ir b pora (a, b). 

Du kompleksiniai skaičiai z=(a, b) ir w=(c, d) yra vadina- 
mi lygiais, jai a=c ir b=d. 

Kompleksinis skaičius (a, —b) yra vadinamas kompleksi- 
nio skaičiaus (a, b) jungtiniu kompleksiniu skaičiumi. 
Kompleksinio skaičiaus z jungtinis kompleksinis skaičius yra 
žymimas Z. 

Apibrėšime sudėties ir daugybos veiksmus tarp komplek- 
sinių skaičių lygybėmis: 

„(a, b)+(c,d)=(a+c, b+d), (1) 
(a, b): (c, d)=(ac—bd, ad + be). (2) 


Atskiru atveju, kai b=d=0, apibrėžiamos kompleksinių 
skaičių (a, 0) ir (c, 0) nelygybės, būtent, sakoma, kad (a, 0)< 
<(c, 0), jei a<c ir (a, 0)<(c, O), jei a<c. Pastebėsime, kad tuo 
atveju, kai b =d =Q, iš (1) ir (2) seka tokios lygybės: 

(a, 0) +(c, 0)=(a +c, 0), 
(a, 0): (c, 0)=(ac, 0), 
t.y. aritmetinės operacijos su kompleksiniais skaičiais (a, 0) 
ir (c, 0) apibrėžiamos taip pat, kaip su realiaisiais skaičiais a ir c. 
Vadinasi, kiekvieną (a, 0) pavidalo kompleksinį skaičių galima 
laikyti realiuoju skaičiumi ir žymėti a (žr. priedą „„Realieji skai- 
čiai“ knygelės pabaigoje). Sandaugą (—1)-z žymėsime —z. 
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Visos tokios realiųjų skaičių poros (a, 0), kurių antrasis skaičius yra 
nulis, tenkina realiųjų skaičių aksiomas, surašytas šios knygelės priede „,Re- 
alieji skaičiai“, todėl pagal aksiomatinį realiųjų skaičių aibės apibrėžimą 
visų (a, 0) pavidalo skaičių porų aibė yra realiųjų skaičių aibė. 

Galima galvoti ir taip: po to, kai apibrėžime (1) ir (2) formulėmis arit- 
metines operacijas su realiųjų skaičių poromis, visoje realiųjų skaičių porų 
aibėje ir aritmetinių operacijų apibrėžimuose pakeičiame (a, 0) pavidalo 
realiųjų skaičių poras realiaisiais skaičiais a ir gautą aibę, kurios elementais 
yra ir visi realūs skaičiai, ir visos realiųjų skaičių poros (a, b), 60, pavadi- 
name kompleksinių skaičių aibe. Tačiau taip ,„gudrauti“ nėra reikalo: kaip 
jau minėjome, pagal aksiomatinį realiųjų skaičių apibrėžimą visų (a, 0) pa- 
vidalo kompleksinių skaičių aibė yra realiųjų skaičių aibė. 


Pažymėkime kompleksinį skaičių (0, 1) raide į ir pavadin- 
kime jį menamuoju vienetu. Tuomet kiekvieną kompleksinį 
skaičių z=(a, b) galime užrašyti šitokiu pavidalu: 


'z=(a, b)=(a, 0)+ (0, b)= 
=(a, 0)+(0, 1) - (b, 0)=a+ib. 


Skaičių a vadinsime kompleksinio skaičiaus z=a+ib realiąja 
dalimi ir žymėsime Rez, o b — menamąja dalimi ir žymė- 
sime Im z. 

Dviejų kompleksinių skaičių lygybės apibrėžimą dabar 
galima taip apibrėžti: du kompleksiniai skaičiai vadinami ly- 
giais, jei lygios jų realiosios ir menamosios dalys. 

Kompleksinio skaičiaus a+ib jungtinis kompleksinis skai- 
čius yra a—ib. 

(I) ir (2) lygybes, apibrėžiančias kompleksinių skaičių 
sudėtį ir daugybą, galime užrašyti šitaip: 

(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d), (1') 
(a+ib)-(c+id)=(ac—bd) +i (ad +be). (2') 

Lengva įsitikinti, kad jungtinių kompleksinių skaičių san- 
dauga yra realus skaičius: 

(2+ib) (a-ib)=a*+b*. 

Pažymėkime 

Z =Z-Z-,.,-Z. 


—— a e” 


n kartų 


Kaip žinome, lygtis 
x*+1] =0 (3) 


realiųjų skaičių aibėje neturi sprendinio, t.y. nėra realaus skai- 
čiaus, kurio kvadratas būtų lygus —1. Kompleksinių skaičių 
aibėje (3) lygtis turi sprendinius x= +i. Iš tikrųjų, pagal (2): 


i?=(0, 1) (0, 1)=(-1,0)=- I 
ir 
(—-i)ž=(0, — 1) (0, —1)=(-1, 0)=—- L. 

Kaip ir realiųjų skaičių aibėje, »-ojo laipsnio šaknimi iš 
kompleksinio skaičiaus z pavadinsime tokį kompleksinį skai- 
čių, kurio n-asis laipsnis yra lygus z. Iš lygybių i2=— 1 ir 
(-/2=—1 gauname: /-1= +i. 

Iš sudėties ir daugybos apibrėžimo matome, kad pagrindi- 
nės aritmetinių operacijų su kompleksiniais skaičiais savybės 
(taisyklės) yra tokios pat, kaip su realiaisiais skaičiais. Saky- 
kime, z, C ir w — bet kokie kompleksiniai skaičiai. 

Sudėties savybės: 

I) z+€6=€+z (sudėties komutatyvumas); 

2) (z+6)+w=z+(€+w) (sudėties asociatyvumas); 

3) z+0 =z; 

4) z+(—z)=-0. 

Daugybos savybės: 

1) z-C=C-z (daugybos komutatyvumas); 

2) (z+C)<w=z-(C+w) (daugybos asociatyvumas); 

3) z- l =z; 

4) kiekvienam nelygiam nuliui kompleksiniam skaičiui z 
egzistuoja atvirkščias kompleksinis skaičius G (t. y. toks, kad 
zC =l); 

5) (z+€) w=zw+Cw (distributyvinis dėsnis). 

Šios savybės įrodomos, remiantis (1') ir (2') (arba (1) ir 
(2)) lygybėmis ir panašiomis realiųjų skaičių savybėmis. 
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Pavyzdžiui, pažymėję z=a+ib ir C=c+id, daugybos komuta- 
tyvumo savybę galime įrodyti šitaip: 

z- ¢=(a +ib) (c+id)=(ac—bd) +-i (ad +bc)= 

=(ca—db) +i (da +cb)=(c+id) (a+ib)=%-z. 

Norint įrodyti ketvirtąją daugybos savybę, pakanka įrodyti, 
kad lygtis 
(a +i6)-(x+iy)=I 
su nežinomaisiais x ir y turi sprendinius, priklausančius rea- 
liųjų skaičių aibei, kokie bebūtų a+ib#0. Spręsdami šią lygtį, 
gauname 
(ax—by)+i(ay+bx)=1+i-0, 


ma 


=b 


a 
X- a? 4-b? , = a? +p? `’ 


Taigi bet kokiam nelygiam nuliui kompleksiniam skaičiui 
a+ib egzistuoja atvirkščias kompleksinis skaičius -p — 
. b E NN ; o 5 
—I ay as Visiškai taip pat, kaip realiesiems skaičiams, galima 
apibrėžti atimties ir dalybos operacijas kompleksiniams skai- 

čiaims, 

Iš šio skyrelio galima padaryti tokias išvadas: 1) aritme- 
tiniai veiksmai su kompleksiniais skaičiais atliekami panašiai, 
kaip ir su realiaisiais skaičiais: 2) vienas kompleksinių skaičių 
aibės poaibis yra realiųjų skaičių aibė, 3) lygtis z24+ 1 =0 komplek- 
sinių skaičių aibėje turi du sprendinius z, „= +i, taigi i?=—l. 


KOMPLEKSINIŲ SKAIČIŲ VAIZDAVIMAS PLOKŠ- 
TUMOJE. TRIGONOMETRINĖ  KOMPLEKSINIŲ 
SKAIČIŲ FORMA 


Kompleksiniais skaičiais buvo pavadintos realiųjų skaičių 
poros su tam tikru būdu apibrėžtais aritimetiniais veiksmais. 
Kita vertus, į realiųjų skaičių poras galima žiūrėti kaip į plokš- 
tumos taškų koordinates, būtent, galima pasirinkti plokštumoje 


koordinačių sistemą ir kiekvieną realiųjų skaičių porą (x, y) 
vaizduoti tašku, kurio abscisė yra x, o ordinatė — y. Šis taš- 
kas bus kompleksinio skaičiaus x+¿y vaizdas. Aišku, kad skir- 
tingi kompleksiniai skaičiai bus vaizduojami skirtingais taškais. 
Tokiu būdu, tarp plokštumos taškų ir kompleksinių skaičių 
egzistuoja abipus vienareikšmė atitinkamybė. Vaizduodami 
kompleksinius skaičius plokštumoje, naudosimės ortogonaline 
koordinačių sistema ir vienodais koordinačių ašių masteliais. 
Plokštuma, kurioje vaizduojami kompleksiniai skaičiai, yra va- 
dinama kompleksine plokštuma. Kompleksinės plokštu- 
mos abscisių ašis vadinama realiąja ašimi, o ordinačių ašis — 
menamąja ašimi. 

Kompleksinį skaičių z=x+iy galima vaizduoti ir vekto- 
riumi (kryptinga atkarpa), jungiančių koordinačių pradžią su 
taškų (x, y) (1 brėž.). Susitarsime, kad visi lygiagretūs vienodo 


1 brėž. 


ilgio ir vienodos krypties vektoriai (kurių pradžia gali ir nesu- 
tapti su koordinačių pradžia) vaizduoja tą patį kompleksinį 
skaičių. 

Kompleksinius skaičius ir juos vaizduojančius taškus arba 
vektorius žymėsime tomis pačiomis raidėmis. 


Dviejų kompleksinių skaičių z; =a+ib ir z,=c+id sumą 
z=z,4+z,, kaip matome iš 2 brėžinio, vaizduoja vektorių z, 
ir Za suma (apibrėžiant vektorių sudėtį, kaip ir fizikoje, pagal 
lygiagretainio įstrižainės arba trikampio taisyklę). 


2 brėž. 


Dviejų kompleksinių skaičių z, ir Zə skirtumas z,—z, yra 
toks kompleksinis skaičius z, kad z,+z=z,, Atvaizdavę 
skaičių zə ir z sudėtį plokštumoje (3 brėž.), matome, kad vekto- 
rius Zz=z,—-z, jungia vektorių z, ir z,, išvestų iš vieno taško, 
smaigalius ir yra nukreiptas iš Z% į Z4. 


3 brėž, 


Bet kokį vektorių, einantį iš koordinačių pradžios, visiškai 
apibrėžia jo ilgis r ir kampas ọ, kurį jis sudaro su realiąja ašimi. 
Šie dydžiai visiškai apibrėžia ir kompleksinį skaičių z=a+ib, 
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kurį vaizduoja vektorius. Iš 4 brėžinio lengva rasti skaičiaus z 
realiąją ir menamąją dalį: 


x=r COs, y=rsinę (4) 


(kampą ọ matuojame nuo teigiamos realiosios ašies krypties 
prieš laikrodžio rodyklę iki vektoriaus, vaizduojančio z}. Iš 
gautų lygybių arba iš brėžinio galima išreikšti ir vektoriaus ilgi 
r realiąja ir menamąja skaičiaus z dalimi: 
ET 

Kad, atlikdami algebrinius veiksmus, galėtume naudotis kam- 
pais, didesniais už 27, ir neigiamais kampais, susitarsime štai 
ką: 1) kampą tarp realiosios ašies ir vektoriaus, išmatuotą 


-e o y — o a —— 


r sing 


y= 


X=r COS P 


4 brėž, 


kryptimi prieš laikrodžio rodyklę, laikysime teigiamu, o išma- 
tuotą kryptimi pagal laikrodžio rodyklę, — neigiamu; 2) laikysi- 
me, kad kampas tarp abscisių ašies ir vektoriaus yra matuojamas 
tikslumu iki skaičiaus, kartotinio 27, t.y. jei o yra kampo tarp 
realiosios ašies ir vektoriaus dydis, tai ọ + 27, p 4r, p +67, ... 
irgi yra šio kampo dydžiai. 

Vektoriaus, vaizduojančio kompleksinį skaičių Zz=x-+-iy, 
ilgis, t.y. realus neneigiamas skaičius r=|/ x?+y?, yra vadina- 
mas skaičiaus z moduliu ir žymimas |z į, o to vektoriaus kam- 
po su realiąja ašimi dydžiai (apibrėžti, kaip susitarta, tikslumu 
iki skaičiaus, kartotinio 21) — skaičiaus z argumentu ir žy- 
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mimi arg Z. Skaičiaus z=0 argumentas laikomas neapibrėžtu. 
Tuo būdu, arg z (z 40) turi be galo daug reikšmių, kurios tarp 
savęs skiriasi skaičiais 2km (k — sveikas skaičius). Aišku, kad 
viena arg z reikšmė ọ tenkins nelygybę —m <o <m. Ši reikšmė 4 
yra vadinama skaičiaus z pagrindine argumento reikšme. 
Matematinėje literatūroje kartais bet kurios argumento reikšmės 
yra žymimos Arg z, o pagrindinė reikšmė — arg z. Mes abiem 
atvejais naudosimės žymėjimu arg zZ. 

Išreikšdami bet kokio Kompleksinio skaičiaus z=x+iy 
realiąją ir menamąją dalį dydžiais |z | ir arg z pagal (4) for- 
mules, gauname: 


z=|z |(cosp+isinę); (5) 


čia o =arg z. Tokia z išraiška yra vadinama trigonomeirine 
kompleksinio skaičiaus z forma. Nors argumentas 6 apibrėžtas 
nevienareikšmiškai, bet coso ir sino reikšmės, aišku, apibrėž- 
tos vienareikšmiškai, nes 2x yra šių funkcijų periodas. Iš (5) 
formulės ir kompleksinių skaičių lygybės apibrėžimo išplaukia, 
kad du kompleksiniai skaičiai yra lygūs tada ir tik tada, kai jų 
moduliai yra lygūs ir argumento reikšmės skiriasi 2k x (k — koks 
nors sveikas skaičius). 

Du kompleksiniai skaičiai, kurių moduliai yra lygūs, o 
argumentai skiriasi tik ženklu, yra kompleksiniai jungtiniai. 
Iš tikrųjų, jei z =r (cos p; +i sin o), tai 


r [cos (—ọ)+i sin (—-6)]=r (cos ọ —i sin p) =z. 


Pasinaudodami trigonometrine kompleksinio skaičiaus for- 
ma, galime išsiaiškinti dviejų kompleksinių skaičių daugybos geo- 
metrinę prasmę. 

Sakykime, du kompleksiniai skaičiai z, ir Zə yra šitaip iš- 
reikšti trigonometrine forma: 


z,=?, (cos 9, +7sing;), 
Zg =F (COS @a +1 sino;). 
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Naudodamiesi kompleksinių skaičių daugybos ir sudėties taisyk- 
lėmis, aksiomomis ir lygybe i*= — |, gauname: 


Z1 * Za = F Fa [(cos p, COS @a— Sin Q1 SIN Q +i (SIN Q} cos Q3 + 
+sin Qa COS P1) =F "rg [cos (9, +92) +i sin (p, +P). 


Vadinasi, dauginant du kompleksinius skaičius, jų modulius 
reikia sudauginti, o argumentus — sudėti. 
Kompleksinių skaičių z, ir z, dalmuo 2 yra kompleksinis 
2 


skaičius z, iš kurio padauginę Zə, gausime z,. Jei 
z=r(coso+isino), Z, =r; (cos o, +i sin ọ,), 


Za =F (COS 9a +1 sin 79), 
tai 
Z*Za=F* ro [cos (p +92) +i sin (p +9,)] = 
=z; =7; (cos p, +i sin 9;); 
todėl r'r =r; ir 9 +92=91 t.y. dalmens z= 2 modulis r=2 i 
2 2 


o argumentas 6o=p;—0,. Taigi, dalijant du kompleksinius skai- 
čius, jų modulius reikia padalyti, o argumentus — atimti. 


Pagal daugybos taisyklę gauname ir skaičiaus z =r (cos + 
+i sin ọ) laipsnio sveiku teigiamu rodikliu n išraišką: 


z" =r" (cos np +i sin no). (6) 


Tarkime, kad w yra koks nors kompleksinis skaičius. Nau- 
dodamiesi (6) lygybe, galime rasti visus kompleksinius skaičius z, 
kurių »-asis laipsnis yra lygus w. Tokius skaičius, kaip ir realiųjų 
skaičių algebroje, vadinsime skaičiaus w n-ojo laipsnio šaknimi 

n 


ir žymėsime V w. Užrašykime duotąjį skaičių w ir ieškomąjį 
skaičių z = g trigonometrine forma: 

z=r(cosp+isino), 

w=p (cos «+ sin a). 
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Pagal šaknies apibrėžimą ieškomasis skaičius z yra lygties z” =w 
sprendinys. Įstatę į šią lygtį z ir w trigonometrines išraiškas, 
pagal (6) gauname: 


r” (cos no +i sin nę) =p (cos x +i sin a). (7) 


Ši lygybė bus teisinga tada ir tik tada, kai r" =p ir nọ—a= 
=2kn, esant kokiam nors sveikam skaičiui k, t.y. r= V p ir 
® 


n 

„- E, čia V p pažymėta teigiama šaknies reikšmė, nes 
© 

ieškomasis dydis r turi būti teigiamas!. Imdami k=0, 1, 2, ..., 

n-— 1, gausime x skirtingų ieškomųjų arg z reikšmių: 


Skaičiai 
Z= Vel(cos g; +isino;), k=0, 1, 2, ...,n-1, (8) 
6 


tenkina (7) lygtį ir yra skirtingi, nes jų argumentų reikšmės ski- 
Tiasi skaičiais, mažesniais už 27. Pasirinkę kèn arba k<0, 
naujų (7) lygties sprendinių nebegausime. Pavyzdžiui, jei k 2n, 
tai k=jn+k'; čia j ir k" — sveiki skaičiai, ir 0<k'<n. Tada 

0 = x 2nk NO 2xk" 


n n n n 


+ 21j= Oy: +2Tj. 


Panašias išvadas gausime ir kai k <0. Taigi (7) lygtis turi lygiai 
n sprendinių, išreiškiamų (8) lygybėmis, t.y. 


n n 
3 ’ p a br — f a+ lkr p . «12kr 
| IEEE ESI) p COS a m ): 


1 Kai iš pačios formulės ar paaiškinamo teksto bus visiškai aišku, kad 
kalbama apie teigiama šaknies reikšmę, ženkliuką ® po šaknimi praleisime. 


14 


čia k=0, 1,2, ...,„n—1. Trumpiau šią lygybę galime užrašyti 
dar šitaip: 
„ Arz 
n ). 


A n 
OoOO no ją | 
Vz=V|z! (cos 8z isin 
g n 


Atskiru atveju, kai n=2, 
V e(cos x+isina)= V p |cos (5 +k7)+isin (z +ka)| 
"R k 


čia k=0, |. Tačiau 
. x R 
Ve [cos ( E +a)+isin (ž+7)]= -Ve (cos z tisin 2 
t. y. 
V p (cos x+ isin a) = + Ve (cos 5 +isin 5 
Taigi kvadratinė šaknis iš bet kokio kompleksinio skaičiaus 


turi dvi kompleksines reikšmes, kurios skiriasi tik ženklu 


Pavyzdžiai. 1. Rasime V l +i reikšmes. Jš pradžių rasime |z | 


|ZĮ= V 1+1=V 2. 
6 6 


Po to užrašysime skaičių | +i trigonometrine forn 
-f l | H | 
Pl va = V 2 (cos 4 +isin a); 


y2 

sin 2 
V2 

T e e 
=- , taigi 


Šias lygtis tenkina skaičius «= 34, 


lis V2 (cos $ +isin Ž). 
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Tada 
Te T . F 


Šiame pavyzdyje V 1 +i reikšmes, naudojantis trigonometrijos formu- 
lėmis (pusės kampo trigonometrinių funkcijų išraiškomis), galima užrašyti 
ir be trigonometrinių funkcijų, būtent, 

= V2+V2 
cos 3 2 


= V2-V2 
2 


„ sing 


todėl 
y-t: (UR, VES) 


Tačiau dažniausiai, sprę- 'ami panašius uždavinius, atsakymą paliekame tri- 
gonometrinės formos. š 


2. Rasime visas V 1 reikšmes, Iš (8) formulės matome, kad n-ojo laips- 
nio šaknis iš bet kokio nelygaus nuliui kompleksinio skaičiaus turi 1 skirtin- 
gų reikšmių, vadinasi, kubinė šaknis iš 1 irgi turi 3 skirtingas reikšmes. No- 
rint jas rasti, iš pradžių skaičių 1 reikia užrašyti trigonometrine forma: 


I=cos 0+isin0, 


Šio skaičiaus modulis lygus jam pačiam, t.y. 1, o argumento pagrindinė reikš- 
mė — nuliui. Taikydami (8) formulę, gauname; 


S ss 2kr .. 2kr 
y1 = COS "3 Esi -3 i k=0 


taigi randame tokias 3 šaknies reikšmes: 


2ra], 
„ 2r i V3 
Z = COS 59. FESD aame D j 
E /3 
Z4—= COS 3 +4 sin 3 m T A 


5 brėžinyje pažymėti šių y1 reikšmių vaizdai vektoriais. Kaip matome, 
šie vektoriai dalija pilną centrinį kampą 27 į 3 lygias dalis, o jų ilgiai yra Lygūs 
vienetui. Panašiai galima apskaičiuoti ir atvaizduoti kompleksinėje plokštu- 
moje visas bet kokio laipsnio z» šaknies iš vieneto reikšmes. Vektoriai, kurie 
vaizduoja šias reikšmes, dalys pilną centrinį kampą į » lygių dalių,jų ilgiai 
bus lygūs 1. 
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5 brėž. 


KOMPLEKSINIŲ SKAIČIŲ VAIZDAVIMAS SFERO- 
JE. STEREOGRAFINĖ PROJEKCIJA 


Kartais patogų kompleksinius skaičius vaizduoti taškais 
ne plokštumoje, o sferoje. Norėdami aprašyti tokį kompleksi- 
nių skaičių vaizdavimą, iš pradžių pasirinkime kokią nors sferą 
ir plokštumą; po to apibrėšime tam tikrą taisyklę, pagal kurią 
kiekvienam plokštumos taškui bus priskirtas sferos taškas. 
Kompleksinį skaičių z pasirinktoje plokštumoje atvaizduosime 
tašku M, o tašką M atvaizduosime pagal apibrėžtą taisyklę 
sferos tašku M’. Gautą tašką M’ vadinsime skaičiaus z vaizdų 
sferoje. 

Pasirinkime bet kokią sferą S ir plokštumą Q, liečiančią 
sferą S kokiame nors taške O (6 brėž.). Pažymėkime sferos S 
skersmens, išvesto per lietimosi tašką O, kitą galą raide P. Plokš- 
tumos Q taško M vaizdu laikysime sferos S ir tiesės PM susi- 
kirtimo tašką M“. Toks plokštumos taškų vaizdavimas sferoje 
vadinamas stereografine plokštumos projekcija sfe- 
roje. 
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6 brėž. 


Imkime plokštumoje O koordinačių sistemą, kurios pradžia 
sutampa su lietimosi tašku O. Kaip jau žinome, kiekvieną kom- 
pleksinį skaičių z galima atvaizduoti plokštumoje O tašku M, o 
šį tašką stereografinės projekcijos būdu galima atvaizduoti 
sferos S tašku M'. Taškas M“ ir bus skaičiaus z vaizdas sferoje. 

Lengva pastebėti, kad stereografinė projekcija apibrėžia 
abipus vienareikšmę atiuinkamybę tarp visų sferos taškų, išsky- 
rus tašką P, ir visų plokštumos taškų, tuo pačiu ir visų komplek- 
sinių skaičių. Taškas P lieka nepriskirtas nė vienam plokštu- 
mos (O taškui, taigi ir nė vienam kompleksiniam skaičiui. No- 
rint, kad sferos taškų ir kompleksinių skaičių atitinkamybė būtų 
apibrėžta visiems sferos taškams, neišskiriant ir taško P, reikia 
papildyti kompleksinių skaičių aibę dar vienu elementu, kuris 
yra vadinamas begalybe ir žymimas simboliu oo. Pagal bendrą 
susitarimą begalybės vaizdu sferoje S vadinamas taškas P. Kom- 
pleksinės plokštumos taškų aibę galima papildyti vienu elementu, 
kuris vadinamas be galo nutolusiu tašku. Šis „taškas“ 
bus begalybės vaizdas. Tokia kompleksinė plokštuma su be galo 
nutolusių tašku yra vadinama išplėstine kompleksine plokštuma. 
Visa kompleksinė plokštuma, išskyrus be galo nutolusį tašką, 
vadinama baigtine kompleksine plokštuma. 
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Visur, kur susiduriama su begaliniu kompleksiniu skaičiumi, 
patogų kompleksinius skaičius vaizduoti sferoje. Sfera, kurioje 
vaizduojami kompleksiniai skaičiai, yra vadinama Rymano 
sfera. 

Stereografinė projekcija turi dvi įdomias savybes: pirma 
— tiesės ir apskritimai plokštumoje Q atvaizduojami apskri- 
timais sferoje S ir atvirkščiai, antra — kampas tarp dviejų 
susikertančių kreivių plokštumoje (t.y. kampas tarp jų liestinių 
susikirtimo taške) yra lygus kampui tarp tų kreivių vaizdų sfe- 
roje S. Antroji savybė yra vadinama atvaizdavimo konformiš- 
kumu. Šių stereografinės projekcijos savybių neįrodinėsime. 


KOMPLEKSINIO KINTAMOJO FUNKCIJOS 


Kompleksinio kintamojo funkcijos apibrėžiamos panašiai, 
kaip ir realaus kintamojo funkcijos. Kompleksinio kintamojo 
funkcija f, apibrėžta kokioje nors kompleksinių skaičių aibėje G, 
yra vadinama taisyklė, pagal kurią kiekvienam aibės G skaičiui z 
priskiriamas vienas ar keli kompleksiniai skaičiai, vadinami 
funkcijos f reikšmėmis taške z. Jei šia taisykle kiekvienam z 
iš G priskiriama tik po vieną skaičių, tai funkcija f vadinama vie- 
nareikšme aibėje G. Priešingu atveju funkcija vadinama dau- 
giareikšme aibėje G. Funkcijos f reikšmė (arba reikšmės) 2 Ž 
žymima f (z) ir vadinama taško z vaizdu. 

Norėdami apibrėžti kokią nors konkrečią funkciją, galime 
naudotis įvairiomis formulėmis, žodinėmis taisyklėmis ir pan. 
Pavyzdžiui, funkcija w=zž yra vienareikšmė visoje komplek- 


sinėje plokštumoje, o funkcija w=V z — daugiareikšmė. Vaiz- 
duodami z reikšmes taškais vienoje kompleksinėje plokštumoje 
(„z plokštumoje“), o funkcijos f reikšmes w=/f (z) — kitoje 
kompleksinėje plokštumoje (,„w plokštumoje“), galime funkciją 
interpretuoti kaip taisyklę, priskiriančią kiekvienam z plokštu- 
mos taškų aibės G taškui z w plokštumos tašką w =f (z), vadinamą 
taško z vaizdu. Dėl šios priežasties funkcija kartais dar yra 
vadinama atvaizdavimu. Kiekvieną z iš G atitinkančių funk- 
cijos f reikšmių w =f (z) aibė (ir atitinkamų w plokštumos taškų 
aibė) yra žymima f (G) ir vadinama aibės G vaizdu. 
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Vidurinės mokyklos matematikos pamokose moksleiviai 
susipažįsta su kai kuriomis elementariomis realaus kintamojo 
x funkcijomis: y=ax+b, y=Ž „ y=ax?+bx+c, y=a*, y= 
=log, x, y=sin x, y=cos x ir kt. (Čia a, b, c — duoti realūs 
skaičiai.) Parodysime, kaip galima šias funkcijas apibrėžti ir 
kompleksinėms nepriklausomojo kintamojo reikšmėms. Pastebė- 
sime, kad pirmosios trys iš minėtųjų funkcijų yra apibrėžiamos 
tokiomis formulėmis, kurios nurodo, kokias pagrindines arit- 
metines operacijas reikia atlikti su realiuoju skaičiumi x, kad 
gautume atitinkamą funkcijos reikšmę y. Atliekamų aritmetinių 
operacijų su x skaičius šiuose apibrėžimuose yra baigtinis. Pa- 
našias kompleksinio kintamojo z funkcijas galima apibrėžti 

N į 4 l 
analogiškomis lygybėmis: w=az+b, w=z, w=azž+bz+c. 
Šiose formulėse konstantos a, bir c gali būti realios arba kom- 
pleksinės. Tokio tipo yra ir vienareikšmės funkcijos w =z” (n — na- 
tūrinis skaičius) apibrėžimas. Ankstesniame skyrelyje buvo api- 


n 
brėžtos ir apskaičiuotos ļ/z reikšmės bet kokiam kompleksi- 


niam skaičiui z oo, taigi ir funkcija w = Vz yra apibrėžta visoje 
baigtinėje kompleksinėje plokštumoje. Ši funkcija, kaip matome 
iš šaknies reikšmių (8) formulės, yra daugiareikšmė: būtent, 


kiekvieną z #0 atitinka n funkcijos w = Vz reikšmių. 

Rodiklinių ir logaritminių funkcijų negalime apibrėžti, 
nurodydami baigtinį skaičių aritmetinių operacijų, kurias rei- 
kia atlikti su nepriklausomo kintamojo x reikšmėmis, kad gau- 
tume atitinkamas funkcijos reikšmes. Šias funkcijas kompleksi- 
nėms nepriklausomo kintamojo reikšmėms apibrėšime kitais 
būdais. Bc to, jas apibrėšime tik tuo atveju, kai pagrindas yra 
tam tikras realus didesnis už vienetą skaičius, kurį žymime rai- 
de e ir apibrėžiame lygybe 


e=lim (1 + x) =2,71828.... (9) 
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Šios lygybės dešinėje pusėje užrašytos realaus kintamojo x funk- 


cijos y=(1 +x)” ribos egzistavimo čia nenagrinėsime. 


Reikia pasakyti, kad rodiklinių, logaritminių ir trigonometrinių funk- 
cijų apibrėžimams ir paprasčiausių savybių nagrinėjimui galima vietoj skai- 
čiaus e pasirinkti bet kokį kitą teigiamą realų nelygų vienetui skaičių. 
Pasirinktojo rodiklinės ir logaritminės funkcijos pagrindo e pranašumai, ly- 
ginant su kitais skaičiais, paaiškėja, nagrinėjant šių funkcijų išvestines, 
Apie jas kalbėsime tolesniuose skyreliuose. Visuose šio skyrelio apibrėži- 
muose ir lygybėse vietoj skaičiaus e galime rašyti bet kokį teigiamą realų ne- 
lygų vienetui skaičių. 

Pradžioje, imdami bet kokį baigtinį kompleksinį skaičių 
z=x+iy (x, y — realūs), apibrėšime funkcijos w=ež reikšmes 
lygybe: 

e**+!Y =ę* (cos y +i sin y). (10) 


Tiesa, toks apibrėžimas atrodo gana dirbtinis: neaišku, kodėl 
rodiklinės funkcijos reikšmės apibrėžiamos trigonometrinėmis 
realaus kintamojo funkcijomis. Tačiau, taip apibrėžus ež, lieka 
teisinga pagrindinė rodiklinės funkcijos savybė 


gži + Zi = gži r e73, 


esant bet kokiems baigtiniams kompleksiniams skaičiams zı 
ir Za Įrodysime šią lygybę. Sakykime, z,=x;, +İy1, Zə =X + İVo 
(Xs Yk — realūs). 

gži. ež: — gži +i» „gžat in = 


= e: (cos y, +i sin y) e% (cos ya + isin ya) = 
= g% + ža [ (cos y, COS Yz — sin y, Sin Va) + 
+ į (cos yı sin y, + sin yı cos ya) |= 
= e“ +x [cos (y, + Ye) + isin (yı +y) ]= 


= e(*i +x) +i (Yı + V:) — e(*: + iy,)+ (+ iy) — eZit+t za, 


Yra ir kitos, gilesnės ež apibrėžimo trigonometrinėmis funkcijomis prie- 
žastys: nagrinėjant laipsnines eilutes, paaiškėja natūralus ryšys tarp ro- 
diklinių ir trigonometrinių funkcijų. Šio ryšio čia nenagrinėsime. 
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Pagal rodiklinės funkcijos apibrėžimą (10) lygybė w=e, 
yra: 

1) vienareikšmė funkcija, apibrėžta visoje baigtinėje plokš- 
tumoje; 

2) periodinė funkcija, kurios periodas 2ri, nes 

ež t žm = g**! 9+2) = e% [cos (y + 27) + isin (y +27) ]= 
= e* (cos y + i sin y) =e7*'" = e7; 

3) lygi realaus kintamojo x funkcijai e*, jel z =x; 

4) nelygi nuliui nė viename taške z. 

Be to, pastebėsime, kad (10) lygybės dešinėje pusėje komplek- 
sinis skaičius užrašytas trigonometrine forma, taigi, jei z=x- 
+ iy, tai 

argež—=j. i 

Atskiru atveju, kai x =0, iš (10) gauname 

e? =cos y+isiny, t.y. [e j|=1, 
esant bet kokiems realiems y. 

Kompleksinio skaičiaus logaritmą apibrėšime panašiai, 
kaip ir realaus skaičiaus. Būtent, skaičių z vadinsime skaičiaus w 
natūrinių logaritmu In w (logaritmu pagrindu e), jei e7=w. Iš 
rodiklinės funkcijos ketvirtos savybės išplaukia, kad In 0 neeg- 
zistuoja (nes ež #0). 

Pabandykime išsiaiškinti, ar egzistuoja bet kokio nelygaus 


nuliui kompleksinio skaičiaus w natūrinis logaritmas. Tuo tiks- 
lu užrašykime duotą skaičių w trigonometrine forma: 


w=] w |(cosọ+i sino) 
(ọ — viena iš arg w reikšmių), ir spręskime lygti 
e =W 
su nežinomuoju z =x + iy: 
e*t» =] w | (cosọ +i sino), 
e* (cos y+isin y) =} w |(cos +isino). 
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Bet 2 kompleksiniai skaičiai yra lygūs, jei jų moduliai lygūs ir 
argumentų skirtumas yra 2kx (k — bet koks sveikas skaičius). 
Taigi sprendinio z =x + iy realioji ir menamoji dalys apibrėžiamos 
sistema: 

e“= | W|, 


y=ọ+2km, k=0, +1, +2, ..., 
t. y. 
x=ln|w], 
(12) 


y=ọ0+2kr, k=0, +l, +2, ... 


(šioje sistemoje In |w | reiškia realų skaičių — teigiamo skai- 
čiaus |w | logaritmą). Vadinasi, kiekvienam nelygiam nuliui 
kompleksiniam skaičiui w egzistuoja be galo daug skaičių 
z=x+iy, tenkinančių lygtį e7=w. Šie skaičiai apibrėžti (12) 
lygybėmis. Pagal logaritmo apibrėžimą, jei ež=w, tai In w= 
=z =x + İy, taigi 


In w=ln | w |+i(64+2k7) (k=0, +1, +2, ...), (13) 


arba trumpiau 
In w=In | w |+iarg w. (13) 


(13) ir (13') lygybių dešinėje pusėje In | w | reiškia realią loga- 
ritmo reikšmę, o arg w — bet kurias argumento reikšmes. Tuo 
būdu, kiekvienam kompleksiniam skaičiui w+0 egzistuoja 
be galo daug In w reikšmių; In w realioji dalis apibrėžiama (13) 
lygybe vienareikšmiškai, o menamoji dalis — dėmens 2km tiks- 
lumu. 


Pavyzdžiai. 1. Užrašysime skaičiaus 3+4: natūrinio logaritmo reikš- 
mes. Apskaičiuosime šio skaičiaus modulį: |344i |= V 3*4+42=5 ir kurią 
nors vieną arg (34-4i) reikšmę p, apibrėžiamą lygtimis 
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l aš "m" Ša 4 
Kadangi cosọ ir sinọ teigiami, tai 0<ọ < 2 Iš sistemos gauname: tgę = 20 


4 
p=arctg 7 yra pagrindinė reikšmė (prisiminkime, kad arc tg x pagrindinės 


Ti r 
reikšmės tenkina nelygybes — „ša tgx< 5 | Taigi 


4 
In (3+4/)=In 5+i (arctg > 12) : 


čia arctg = pažymėta pagrindinė arktangento reikšmė, o k=0, +1, 
+2 e, 

2. Rasime neigiamo realaus skaičiaus —5 logaritmo reikšmes. | — 5 |=5, 
arg (—5 )=x, todėl 


In (-5)=In5+i(2k+l)m  (k=0, +1, +2, -..). 


[rašę (10) lygybėje iš pradžių z =iy, o po to z = — iy, gauname: 
e€? =cos y +i sin y 
1f 
e-'"=cos y-isin y. 
Sudėję ir atėmę vieną iš kitos šias lygybes, gauname cos y ir sin y 
išraiškas rodiklinės funkcijos reikšmėmis e” ir e—'7: 


YL LeTo 
cos y= =— (14) 
ir 
ty p-i 
sin y= 7 — (15) 


(x — bet koks realus skaičius). 
Kompleksinio kintamojo z trigonometrines funkcijas sin z 

tr cos z apibrėšime lygybėmis, gaunamomis iš (14) ir (15) ly- 

gybių, pakeitus jose y kompleksiniu kintamuoju z, t.y. lygybė- 

mis: 

ei? + eiz 


COS Z= 5 


(16) 
ir 
ež — g-Iz 


sin 7= — (17) 


(z — bet koks kompleksinis skaičius). Žinoma, (16) ir (17) ly- 
gybės nėra išvados iš (14) ir (15), nes pastarosios įrodytos tik 
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realiems skaičiams y. (16) ir (17) lygybės yra lygybės —apibrė- 
žimai, tačiau sudaryti taip, kad realioms z reikšmėms gautume 
tas pačias, kaip trigonometrijoje, sinuso ir kosinuso reikšmes. 
(16) ir (17) formulėmis apibrėžtos funkcijos cos z ir sinz 
yra vienareikšmės, nes e'Z ir e—'Z yra vienareikšmės. Kaip ir realaus 
kintamojo atveju, sin z ir cos z yra periodinės, o jų periodas 2r. 
Pavyzdžiui, 
ci(z+2n), p-((z+an) 


cos (z + 21) = 5 = 
plz tani L g-Iz- mi eiz L e`? 
= — P —— = aa = ÇOS Z. 


Kompleksinio kintamojo funkcijos cos z ir sin z tenkina panašias 
lygybes, kaip ir realaus kintamojo trigonometrinės funkcijos. 
Pavyzdžiui, 


E Ę i plz —g—iZ M (te j 
Sın“ z + cos z= —3 ef J 


e”? — 9 L p—2iz e4Z1+91g-2iZ E 


4j? 4 
Tačiau, skirtingai negu realaus kintamojo trigonometrinių 
funkcijų, sinz ir cosz modulis kai kurioms z reikšmėms gali 
būti kiek norint didelis. Iš tikrųjų, jei z =iy (y — realus), tai 


e? 4e? l 
= — > — eV 


"Al i 
L mis P 


| cos ¿y 5 


o e? gali įgyti kiek norint dideles reikšmes, jei y yra pakankami 
didelis. 

Kompleksinio kintamojo laipsninę funkciją z“ bet kokiu 
kompleksiniu rodiklių c apibrėšime lygybe: 

z =e hz, (18) 
Jei c nėra realus sveikas skaičius, tai z° yra daugiareikšmė. 
Iš tikrųjų, jei c=a+ib ir z=|z [(cosĘ+isinę), tai, įrašę In z 
reikšmes, gauname: 
ze = g(a+-ib) (In |z l+ip+2kri) — p(a+-ib) (Iniz|+i9), p(a+ ib) 2kni 


(k — bet koks sveikas skaičius). Kai b #0, tai 


|g(2+16) akri |= | e- 2knb+ 2akni | — e` 2knb 
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ir, keičiant k, kinta. Jei b=0, bet a nėra sveikas skaičius, tai 
eltib) kai — gžkani — cos 2kan + isin 2kan 


ir, kai k=0 ir k=1, įgyja skirtingas reikšmes, nes cos 0=1, o 
cos 2an #1. Jeigu c lygus sveikam skaičiui n, tai funkcija z” — 
vienareikšmė: 

z" = en inz = g" [lniz[+i («+2k7)] — pin in i z 1+ ign)+2nkri — 


a a a A (cos 74+isinno), 


nes 2ni ir tuo pačiu 2nkri yra rodiklinės funkcijos periodas 
(čia « yra kuri nors viena arg z reikšmė). Kaip matome, z" reikš- 
mės nepriklauso nuo k, vadinasi, ši funkcija yra vienareikšmė. 
Be to, iš gautos lygybės ir kompleksinių skaičių, užrašytų tri- 
gonometrine forma, daugybos taisyklių matome, kad, kai n 
sveikas teigiamas, 


z"=|zį" (cos nx +-isin na)=Z:Z...zZ. 
n kartų 


Lygindami funkcijų e7 ir z“ apibrėžimus, matome, kad užrašą 
(simbolį) e“, c=a+ib, galima suprasti dvejopai: pirma — kaip 
funkcijos ež reikšmę taške z=c, tada 


e = e’ (cos b-+-i sin b) 


(čia e* — realus skaičius); antra — kaip funkcijos z“ reikšmę 
taške z=e, tada 
e€ =el ne —pla+ ib) (1+2kni) — 


= e77 žkab [cos (b + 2kna) + isin (b+ krb) ] 


(čia k — bet koks sveikas skaičius, e*-2*7? — realus skaičius). 
Jei c nėra realus sveikas skaičius, tai antruoju atveju e° apibrė- 
žiamas nevienareikšmiškai. Tik tuo atveju, kai c yra realus ir 
sveikas, abiem atvejais gauname tą patį skaičių. Paprastai, jei 
nepadaryta papildomų pastabų, užrašą e“ suprantame pirmąja 
prasme, kaip rodiklinės funkcijos ež reikšmę taške z=c. 
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KOMPLEKSINIO KINTAMOJO FUNKCIJŲ RIBOS 
IR IŠVESTINĖS. ANALIZINĖS FUNKCIJOS 


Vidurinėje mokykloje mokiniai yra supažindinami su rea- 
liųjų skaičių sekos x;, Xp, ..., Xp -.. Tibos lim x„ realaus kinta- 
mojo funkcijos f (x) ribos lim f (x) ir realaus kintamojo funkcijos 


f(x) išvestinės 


f' (4) =lim LEEA (19) 
{—> 

sąvokomis ir paprasčiausiomis savybėmis!. Nekartodami mo- 
kyklinių apibrėžimų, pastebėsime, kad realaus kintamojo funk- 
cijos ribą galime apibrėžti ir šitaip: skaičius A yra funkcijos 
f(x) riba taške a (užrašome: limf (x) = A), jei, imant kiekvieną 
x reikšmių seką xj, Xo i ...„ (x, ža visiems n), turinčią 
ribą a, funkcijos reikšmių tuose taškuose seka f (x1), f (Xə) ..., 
f(x), ... turi ribą A. Toks funkcijos ribos apibrėžimas yra ek- 
vivalentiškas vidurinėse mokyklose naudojamam apibrėžimui. 
Šio teiginio čia neįrodinėsime. 

Apibrėšime kompleksinio kintamojo funkcijos ribą ir iš- 
vestinę. 

Sakykime, kompleksinis skaičius („taškas“) z* =x* +iy* 
yra kompleksinių skaičių („taškų“) z,=x,+iy, sekos 
Zis Z% +.. Zp <. Fiba (lim z,=Z*), kai lim x„=x* ir lim y„=Jy*. 
Jei lim z,=z*, tai sakoma, kad seka Zi, Za, ..., Zp „.. Konver- 
guoja į z*. 

Kompleksinis skaičius wọ yra vadinamas kompleksinio 
kintamojo funkcijos f (z) riba kompleksinės plokštumos taške c, 
jei, imant kiekvieną z reikšmių seką Zł, Zos ..., Zp, +.. Konver- 
guojančią į c, funkcijos f(z) reikšmių seka f(z,), f (Zə) ..., 
f(z,), ... konverguoja į wọ Šiame apibrėžime suprantama, kad 
taškai z„ priklauso funkcijos f(z) apibrėžtumo aibei ir z,Zc 
(n=1, 2,3, ...). Jei funkcijos f(z) riba taške c yra skaičius w,, 
tai rašome: limf (z)=w,. Kaip ir realaus kintamojo atveju, 


Z->€ 


1 J. Kočetkovas, J. Kočetkova, Algebra ir elementarinės funkcijos, 
„Šviesa“, Kaunas, 1972. 
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lim f (z) apibrėžiama tik tuo atveju, kai funkcijos f (z) apibrėžtumo 
aibėje yra bent viena seka Z}, Za -< Z„,--., kurios riba yra c 
ir z ,#c, kokį beimtume numerį n. 
Jei u (z)=Re f (z) ir v(z)=Im f (2), tai iš apibrėžimų aišku, 
kad 
lim f (z) = lim [u (z) + iv (z) ]= lim u (z) + Ż¿ lim v (z). 
Z= z-50 Z—>c z—>c 
Jei limf(z)=w; ir limg(z)=w,, tai limįf (>) +g(z)1= 
Z-*C Z—>C Z—-C r 
=w, + Wg, lim [f (z): g (z)]= wi: wə ir, jei lim g (z) #0, lim- = 
z—>c Z-—>c Z 


c E (2) 
wW . r >o o p . á 
= Šios savybės nesunkiai įrodomos, remiantis analo- 
2 


giškomis realaus kintamojo funkcijų ribų savybėmis. 
Funkcija f (z) vadinama tolydine taške z,, jei 


lim f (z) =f (zo). (20) 


Funkcijos f (z) išvestine f' (z4) taške z, vadiname tokią 
ribą: 
F (z) =lim BL | (21) 


Z—>Ze Z— Zo 


Jei funkcija f (z) turi baigtinę išvestinę f’ (z,), tai f(z) yra 
tolydinė taške zo. Iš tikrųjų, pažymėję 


a (= LELE pr (ea), (22) 


Z— Zo 
gauname: 


lim æ (2) =f" (Zo) ~f" (zo) = O. 


Išreiškę iš (22) lygybės f (z): 
f Èz) =f (Zo) +7 (Zo) (Z — Z0) + (z —Zo) a (z) 


ir perėję prie ribos taške zę atskirai kiekviename naryje, gauname 
(20) lygybę. 
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Dviejų kompleksinio kintamojo funkcijų sumos, sandaugos ir 
dalmens išvestinės išreiškiamos tomis pačiomis formulėmis, 
kaip ir realaus kintamojo funkcijų, būtent: 


[f (z)+8 zN =/ (z)+8' (2), 
[f 2): g N =/ (z) g (z)+/ (2) g (2), 


[LB |= fF (z) g (z)—f (z) g" (2) 
g (z) [g (z)P l 
Šios lygybės įrodomos taip pat, kaip ir realaus kintamojo atveju. 
Pavyzdžiui, antrąją lygybę bet kokiame taške z, galima įrodyti 
šitaip: 

[F (2a) g (zo) | = lim f(2)g (z) -f (zo) g (Zo) Z 


Z—>Z, Z= Zo 


Djim [DE 0-/ (098 O+ Ede O-A (E (e) 


-im [Q sta]aiim [re Aee] 


=f" (Zo) 8 (Zo) +f (Z0) £ (20): 
Jeigu dvi funkcijos f (w) ir g (z) turi baigtines išvestines 
f (wo), Z' (Zo) Ir Wo=Z£ (Zo), tai trečioji funkcija F (z), sudaryta 
Iš pirmųjų dviejų ir apibrėžiama lygybe F (z}=f (2 (z)) (tokia 
funkcija vadinama sudėtine), taške z, taip pat turi išvestinę: 
F (zo) =f (Wo) ` £ (Zo). (23) 
Iš tikrųjų, pasirinkę z=*z, ir pažymėję w=g (z), gausime: 


Fl)-Fla) FB )-f (E D) fim-sfw) , ww 


Z— Zo Z— Zo 


W — Wo Z— Zo 


_ f(w)-f (wo) , g(z)-8 (zo) 
W — Wo Z— Zo i 
jei WÆ#Wp Ir 
F (2)— F (zo) = 0 


Z— Zo 


jei w=w4. Perėję šiose lygybėse prie ribos, kai Z— Zo gau- 
sime (23). 
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Taško z, aplinka pavadinkime bet kokio spindulio skri- 
tuli, kurio centras yra taškas zo. 


Funkcija f (z) yra vadinama analizine taške z,, jei ji turi 
baigtines (t.y. nelygias 00) išvestines ne tik taške zą, bet ir ko- 
kioje nors to taško aplinkoje (t.y. kiekviename kokios nors taško Zo 
aplinkos taške). 

Jei funkcija w=f (z) yra apibrėžta kokioje nors taško Zo 
aplinkoje U,, taške Zz, turi nelygią nuliui išvestinę f“ (zo) ir ko- 
kioje nors taško wə aplinkoje U„, egzistuoja vienareikšmė to- 
lydinė atvirkštinė funkcija z =g (w), kurios reikšmėms priklauso 
Uz, (t.y. jos reikšmė taške w,, priklausančiam U,„„, lygi tokiam 
taškui z,, priklausančiam U,,, kuriame f (z,) =w,), tai taške wo 
egzistuoja g“ (wọ) ir 


j — l 
£ (Wo) T Fž (Zo) ° 
Iš tikrųjų, jeigu g (w,)=z,, tai 


8(w)-g (W) | TZS €l o 
Wi — Wo f (21) —f (Zo) Ja )-f (z) | 
Z1—Zo 
todėl 
t O 1 g (w)-g (wo) mr l 6 l 
g (w) = am Wi— Wo E f (Z) -f (z) f(a) 
Z1 — Zo 


Paskutinėse lygybėse vietoj w,—w,4 galėjome rašyti z,—z4, rem- 
damiesi atvirkštinės funkcijos g (z) tolydumu, t.y. lygybe 


lim z= lim g(w,)=g£ (w) = 


Wir Wo wi > Wo 


Pavyzdžiai. 1. Rasime funkcijos f(z)=c išvestinę bet kokiame taške 
Zo (e — konstanta): 


; S-F) 60 _ 
f go Žž po = 


Taigi c'=0. 
2. Apskaičiuosime funkcijos f(z)=z išvestinę kokiame nors taške zą: 
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Kadangi z, buvo laisvai pasirinktas taškas, tai ir bet kokiame kitame taške 
z gausime 
z=l. 
3. Apskaičiuosime funkcijos f(z} =z” (n — sveikas teigiamas skai- 
čius) išvestinę. Iš pradžių rasime (zy: 


(79'=(z-Z)/=7"-74+2-7=z74+72=2z. 
Panašiai 
(23 =(z? - z) = (z?) -7427-7'=227-7+2*=32*, 


(zt = (z8. zy = (z5 . z+ 28 . z” =32z2 . 7123 = 4z? 
ir t.t. Pritaikę matematinės indukcijos metodą, gausime: 
(z"V/ =nz”7 1, 


| 
4, Rasime f (= m išvestinę. Taikome dalmens išvestinės formulę: 


[>)- D dan. a (ao I kasą OS T 
gjj o (z")? UZ ' 
taigi (z77)'=(—-n) z7771> 

5. Apskaičiuosime funkcijos 


“= az+b 
T ez+d 


išvestinę (a, b, cir d — kompleksiniai skaičiai): 


az+b )= (az+by (cz +d)— (az + b) (cz+ dY ad—bc 


\ez+d] (ez+d)? E (ez+d)}? * 


Kaip matome, jei ad— bc =0, tai w'=0. Tai ir suprantama: jei ad— bc=U, tai 


a b c d : 
27 (arba LŽ) t.y. skaitiklio koeficientai proporcingi vardiklio 


koeficientams ir w= c, (čia c, — kokia nors konstanta). 


IŠVESTINĖS EGZISTAVIMO SĄLYGOS 


Kartais būna sunku pasakyti, ar duotoji kompleksinio kin- 
tamojo z =x +iy funkcija f (z) turi išvestinę. Į šį klausimą galima 
atsakyti, tiriant realių funkcijų u(z)=Re f(z) ir v(z)=Im f (2) 
išvestines kintamojo x atžvilgiu, kai y laikomas pastoviu, ir 
išvestines kintamojo y atžvilgiu, kai x laikomas pastoviu. 

Sakykime, kad funkcija f(z) yra apibrėžta kokioje nors 
taško z, aplinkoje Uz, 
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Pažymėkime f; (zo) funkcijos f(z) išvestinę taške zo, api- 
brėžtą (21) lygybe su papildoma sąlyga Im (z—z4)=0, t.y., 
pereidami prie ribos (21) lygybės dešinėje pusėje, tašką z imame 
ant tiesės, lygiagrečios realiajai ašiai ir einančios per tašką Zo- 
Kitais žodžiais tariant, apibrėždami f;(z,) (21) lygybe, laikome, 
f (2)—f (£o) 

Z~ ło 
Zo aplinka (be taško z,), o tik ta šios aplinkos dalis, kurioje 
z=x+iyj. Sutrumpintai rašome: 


kad funkcijos apibrėžtumo aibė yra ne visa taško 


fs(Z)= lim Aia l 
Im 0 


Skirtumas tarp f“ (Zo) ir f4 (Zo) yra tas, kad, apibrėždami f’ (zo) 
(21) lygybe, tašką z artiname į tašką z, bet kokia kryptimi, o 
apibrėždami f; (z), tašką z artiname į tašką z, tik išilgai tiesės, 
lygiagrečios realiajai ašiai. 

Jeigu funkcija f (z) apibrėžta taško z, aplinkoje ir egzistuoja 
f' (zo), tai (21) lygybėje tašką z galima artinti į Zọ bet kaip, at- 
skiru atveju — ir išilgai tiesės, lygiagrečios realiajai ašiai, todėl 
šiuo atveju f„(z0)=/' (Zo. Atvirkščias teiginys aplamai nėra 
teisingas: iš to, kad egzistuoja /;(Z4), neseka, jog egzistuoja 
ir f’ (Zo). 

Panašiu būdu apibrėšime f;, (Zo). Būtent, f;, (Zo) vadinsime 
funkcijos f(z) išvestinę taške z,, apibrėžtą (21) lygybe ir papil- 
doma sąlyga Re (z—z,)=0, t.y., pereidami prie ribos, kintamąjį 
z artiname į Zo išilgai tiesės, lygiagrečios menamajai ašiai ir el- 
nančios per Zo: 

fyla)= lim FBA 


2—1 Zo 


Z—>7o 
Re (z—z,)=0 


Jeigu kiekviename taško zə aplinkos taške z egzistuoja 
f(z) ir fi, (z), tai tokias išvestines galime laikyti kintamojo 
z funkcijomis. 

Jei egzistuoja f’ (Zo), tai aišku, kad f“ (Zo) =f%(Zo) = fiy (Zo). Taigi 
lygybė f'x (Zo) =f'iy (Zo) yra būtina išvestinės f’ (Zo) egzistavimo 
sąlyga. Pasirodo, kad, priėmus tam tikras papildomas sąlygas, 
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ši lygybė yra ir pakankama f' (z) egzistavimo sąlyga. Tiksliau 
sakant, remiantis vien realaus kintamojo funkcijų savybėmis, 
įrodomas toks teiginys (čia jo neįrodinėsime): jei 1) funkcija 
f(z) yra apibrėžta kokioje nors taško zę aplinkoje, 2) kiekviename 
tos aplinkos taške z egzistuoja f;(z) ir fi (z), 3) funkcijos 
fx (z) ir fi, (z) yra tolydinės taške zo ir 


Sx (Z0) =fiy (Zo), (24) 
tai egzistuoja baigtinė f” (Zo) ir 
S' (Zo) = fx (Z0) =fiy (Z0). (25) 


(24) sąlyga yra tuo patogi, kad supaprastina kompleksinio 
kintamojo funkcijos išvestinės egzistavimo tyrimą: užtenka iš- 
tirti realaus kintamojo funkcijų išvestinių egzistavimą. Iš tik- 
rųjų, pažymėję z =x + iV, Zo = Xo +-žy,, gauname: 


E fixt iy) -f (xo tiy) 
fx (Zo) = an a n I 


= | u (kaipo) | į ratin- eet | 


XXe Xm Xo X— Xo 


= uy (Xo + iyo) + ivy (Xo + Vo); 


čia u% ir v; pažymėtos realaus kintamojo x funkcijų u (x+iyo) 
ir v(x+-iy,) išvestinės. Kita vertus, 


f (xo +iy)— f (xo Fo) - 


"(Za = lim : 
Jis ( 0) ip ty — Ivo 


im [tæt —u (xo + iyo) „p 2th) eto] 
r eso | i (y — Yo) i (y — yo) 


E ijė u (Xo +iy)—u (Xo+ iyo) Jim v (Xo +iy)— v (xo tiyo) _ 
J'V Y— Yo V->Yo Yo 


= Vy (Xo + iYo) — iu, (Xo + İyo) ; 


1 Šį teiginį nelengva įrodyti. Jo įrodymas iš esmės pagrįstas paskuti- 
niąja realiųjų skaičių aksioma (žr. priedą). 
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ča u, ir v, yra pažymėtos realaus kintamojo y funkcijų u (x, + 
+iy) ir v(xọ+iy) išvestinės. Tada funkcijos f(z) išvestinės 
f' (z) egzistavimo sąlygą galima užrašyti šitaip: 
u, + iv =V, — iu, 
t. y. 
Us = Uy, 
x= Vy (26) 


Uy= — Up 


taške Zọ Pagerbiant XIX amžiaus prancūzų matematiką Koši 
(A. L. Cauchy, 1789—1857) ir vokiečių matematiką Rymaną 
B. Riemann, 1826 — 1866), (26) lygybės yra vadinamos Koši — 
Rymano sąlygomis. Jeigu šios sąlygos patenkinamos, tai 


J (Zo) =u (Zo) + iv, (Zo) = vy (Zo) — tu, (Zo). (27) 


Pavyzdžiai. 1. Įsitikinsime, kad funkcija f(z)=ež yra analizinė vi- 
soje baigtinėje kompleksinėje plokštumoje ir rasime jos išvestinę. 
Pirmiausia apskaičiuokime realaus kintamojo funkcijos e* išvestinę. 
Kadangi 
e*—e*0 x ež A] 


O —- 
—— 


X — Xo X— Xo 


tai, pažymėję t=e%7*%.e—1 ir pastebėję, kad lim := lim (e*-*—1)=0 ir 


XX, X- >X 


, 


x-x,=1In(1 +), gauname 


X —. p% 4 
lim „Bo Im e —f V e“lim apa =£*0- — =e”, 
In(1+t) 


t.y. (e*)=e*. Dabar galime patikrinti funkcijos ež analiziškumo sąlygas. 
Pažymime z=x4iy, 


2 
t 


u(z)=ReeZ=Ree**P'=Ree* (cos y+i sin y)=e* cos y 


v (z)=Im e7=Im e*t? =e*sin y. 


Apskaičiuojame išvestines ux ir vx, laikydami y pastoviu, o x — kintamu, ir 
išvestines uy ir vy, laikydami x pastoviu, o y — kintamu: 


u% (z)=(e*Y cos y=e* cos y, 
v% (2)=(e*) sin y=e* sin y, 
up (z)=e* (cos y} =e* (—sin y), 


vy (Z) =e* (sin y) =e* cos y. 
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Matome, kad visuose baigtiniuose taškuose z=x+iy yra teisingos lygybės: 
Ux= Vy IT Up= — Vx, todėl e7 — analizinė visoje baigtinėje kompleksinėje plokš- 
tumoje. Tuomet 


(e2Y =u% (z) + iv% (z)=e* (cos y +i sin y)=e* -eV'=e?, 


taigi (e?) = e7. 

2. Ištirsime, ar egzistuoja funkcijos f(z)=1n z išvestinė. Kadangi iš- 
vestinės sąvoką apibrėžėme tik vienareikšmėms funkcijoms, o In z bendru at- 
veju daugiareikšmė, tai tokios funkcijos išvestinė nėra apibrėžta. Tačiau jei 
iš visų 

Inz=In |z |+i(arg z+ 2k 7) 


reikšmių taške z, gaunamų, imant *=0, +1, +2, ..., išskirsime tam tikru 
būdu kiekvienam z po vieną reikšmę, tai In z bus vienareikšmė funkcija ir jai 
galėsime taikyti išvestinės sąvoką. 

Sakykime, Zọ — bet koks baigtinis nelygus nuliui kompleksinis skai- 
čius. Pasirinkime r < | Zo | ir pažymėkime Uz, skritulį | z—z, |<r, kurio cent- 
ras yra taškas Zo ir spindulys lygus r. Pažymėkime pagrindinę taško z ar- 
gumento reikšmę arg z (—rm <arg zxr). Pasirinkime vieną kurį nors sveiką 
skaičių k, ir In z žymėkime vie nareik šmę funkciją 


In z=In |z |+-i(arg z+ 2k, 7), 


apibrėžtą taško Z, aplinkoje Uz, Pažymėkime w4=1n Zo ir Dw, — aibę visų 
funkcijos w= In z reikšmių, kai z imamas iš Uz, Tada pagal atvirkštinės funk- 
cijos apibrėžimą funkcija f (z)= In z, apibrėžta aibėje Uz, bus funkcijos g (w)= 
=e", apibrėžtos aibėje Uw, atvirkštinė funkcija, todėl kiekvienam z; iš Uz, 
pažymėję wı =f (zı), gausime: 


t.y, 


l 
ra =. BETET P R 
un Z) = (e") eW enz z 


taške z=z,. Kadangi z, — bet kuris taškas iš U,,, tai ir kitiems z iš U; gauname 
"E 
(In z) = 2 ; 


Ši lygybė įdomi tuo, kad In z išvestinė nepriklauso nuo skaičiaus k, pasirin- 
kimo In z apibrėžime! 
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IŠVESTINĖS MODULIO IR ARGUMENTO GEO- 
METRINĖ PRASMĖ. 
KONFORMIŠKAS ATVAIZDAVIMAS 


Susitarsime funkcijos w=f (z) nepriklausomojo kintamojo z 
reikšmes vaizduoti taškais vienoje Kkompleksinėje plokštumoje, 
kurią vadinsime z plokštuma, o pačios funkcijos reikšmes w 
— kitoje kompleksinėje plokštumoje — w plokštumoje. Geo- 
metriškai funkcija w =f (z) reiškia z plokštumos taškų atvaizda- 
vimą w plokštumoje: būtent, jei z4 yra z plokštumos taškas, tai 
w plokštumos tašką w4;=/(z4) vadinsime taško zọ vaizdu w 
plokštumoje, o tašką Zọ — taško wọ pirmavaizdžiu. 

Sakykime, kad funkcija w=f(z) yra analizinė taške zę. 
Pažymėję w;=/ (Zo), gausime: 

£(2)-— f (20) ia ĮW-WM| 

Z— Zo |z-Z0| | 
jei ZÆZəọ Skaičius |z—z, | reiškia vektoriaus z—z4 ilgį, t.y. 
atstumą tarp taškų z ir z,, o skaičius | w— wọ | reiškia atstumą 
tarp taškų z ir z, vaizdų w plokštumoje. Tų atstumų santykis 
rodo, kiek kartų atstumas | w — wọ | didesnis už atstumą |z-z, |, 
t.y. taškų Zz, ir z atvaizdavimo mastelį. Kadangi 

|f' (zo) |= lim | f {2)—f (Zo) | 


TEDE TI , 
Z-—Zą | Z— Zo] 


tai |f'(z,) | charakterizuoja atvaizdavimo w=f(z) mastelį 
pakankamai mažose taško z aplinkose. Jeigu įsivaizduosime z 
plokštumos modelį, padarytą iš plastinės medžiagos, tai atvaiz- 
davimą w =f (z) galėsime vaizduotis, kaip tokį z plokštumos de- 
formavimą, po kurio taškai z sutaps su w plokštumos taškais 
w=f (z). Išvestinės modulis |f' (z4) | tada reikš z plokštumos 
ištempimo (deformacijos) dydį taško Zə mažose aplinkose. 

Išsiaiškinkime geometrinę išvestinės argumento prasmę. 
Iš pradžių panagrinėkime, kaip galima užrašyti kreivės lygtį 
<ompleksinėje z plokštumoje. 

Kaip ir realioje plokštumoje, kreivę galima įsivaizduoti 
caip aibę z plokštumos taškų z=x+iy, kurių koordinatės x ir y 
zra susietos kokia nors lygtimi, pavyzdžiui, y =f (x), kai a<x<6 
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Tada kreivės taškai z bus apibrėžti lygybe z=x+i/ (x), kai 
a<x<b. Bendresniu atveju z plokštumos kreive vadinsime 
aibę taškų, vaizduojančių realaus kintamojo ź (a <: <b) funkci- 
jos z=g (t) reikšmes, kurios gali būti kompleksinės. Jei funkci- 
ja g (t) yra tolydinė, tai ir kreivė z =g (f) vadinama tolydine. 

Pasirinkime kokias nors dvi skirtingas kintamojo t reikšmes 
I, ir f. Pažymėkite z4=g (fo), zı =g (4) ir išveskime kompleksi- 
nėje plokštumoje per taškus Zə ir z, tiesę. Ši tiesė yra kreivės 
z=g (t) kirstinė (7 brėž.). Jos kampas su realiąja ašimi yra lygus 


z=9(¢) 


D 
AY 
© 
4 
Žo 


A 


7 brėž. 
Zp— 
i 
tiesėje) kampui su realiąja ašimi. Sakykime, taškas z4=g (tfo) 
yra pastovus, o taškas zı =g (/,) — kinta priklausomai nuo pa- 
sirenkamų /, reikšmių. Jei egzistuoja nelygi nuliu: baigtinė iš- 
vestinė g' (fọ), tai 


(gulinčio toje pačioje 


vektoriaus z,—z, ir vektoriaus 


11)-8( ; Žį, —Ž 
g (to) = lim EUD-8 0) L lim Z5 i 
tito fi — fo n>n oio 
21—20 


ribinis vektorius g' (tọ), kai tašką 


t.y. egzistuoja vektorių ŽŽ 
1“*0 


z, artiname išilgai kreivės z =g (+) prie taško zę. Taigi ir kirstinė, ku- 
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rioje guli vektorius 2 „ turi ribinę padėtį — kreivės z =g (£) 
1i“+*0 

liestinę Zọ, ir vektorius g“ (tọ) guli toje liestinėje. Tuomet tos lies- 
tinės kampas « su realiąja ašimi (7 brėž.) yra lygus vektoriaus 


g’ (tù kampui su realiąja ašimi, t.y. 
«=arg g (to). (28) 


Grįžkime prie kompleksinio kintamojo funkcijos w=/f (z) 
išvestinės argumento geometrinės prasmės. Į šią funkciją žiū- 
rėkime kaip į z plokštumos taškų atvaizdavimą w plokštumoje. 
Kreivės z =g (t), a<1!<6, vaizdas w plokštumoje bus w plokštu- 
mos kreivė, apibrėžiama lygtimi: 


w=f (g ()), a<i<b. (29) 


Jei egzistuoja baigtinės nelygios nuliui išvestinės g“ (to) ir f (Zo), 
tai (29) lygties dešinioji pusė taške 7, irgi turi nelygią nuliui iš- 
vestinę f’ (Zo -g (to. Todėl (29) lygtimi aprašyta kreivė taške 
Wo =/ (Zo turi liestinę, ir tos liestinės kampas 4 su w plokštumos 
realiąja ašimi, remiantis (28) formule, yra išreiškiamas lygybe: 


a =arg [f (zo) 8° (žo). 


Tačiau kompleksinių skaičių sandaugos argumentas, kaip ma- 
tėme, yra lygus dauginamųjų argumentų sumai, todėl 


x =arg f' (Za) + arg g (to). (30) 
Atėmę (28) iš (30), gausime: 
arg J (Z))=4—a3, (31) 


t.y. funkcijos w =f (z) išvestinės argumentas rodo, kokiu kampu 
kreivės z =g (t) vaizdas yra pasuktas savo pirmavaizdžio, t.y. 
pačios kreivės z=g (+), atžvilgiu. Tiksliau sakant, arg f“ (Zo) 
yra lygus kampui tarp kreivės z=g (r) liestinės taške zą ir tos 
kreivės vaizdo liestinės taške wọ jeigu z plokštumos realioji ir 
menamoji ašys yra lygiagrečios atitinkamoms w plokštumos 
ašims. Tai ir yra išvestinės argumento geometrinė prasmė, Iš (31) 
lygybės matome, kad kampo x—« dydis nepriklauso nuo krei- 
vės, einančios per tašką z,, pasirinkimo, nes kairioji (31) lygybės 
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pusė nepriklauso nuo funkcijos g (+). Taigi atvaizdavimas w =f (z) 
visas kreives, einančias per tašką z,, pasuka kampu arg f (zo). 
Jeigu per tašką Zə išvesime dvi tokias kreives z=g (t) ir 

z=h (t) (g (fo) =} (to)=Zọ, kad egzistuotų baigtinės nelygios 
nuliui išvestinės g' (74) ir A' (tọ), tai kampas y tarp tų kreivių 
liestinių bus: 

y=arg h' (t))-argg (to), 
o kampas y tarp jų vaizdų w plokštumoje bus 

y =arg [f (zo) h (to)]—arg [f (Zo) £ (fo)] = 
=arg h' (to) —arg g" (to) =Y- 


Taigi kampas tarp kreivių (suprantame — kampas tarp tų krei- 
vių liestinių) ir jų vaizdų išlieka nepakitęs! Jei kampai tarp su- 
sikertančių kreivių ir jų vaizdų yra lygūs, tai atvaizdavimą va- 
diname konformišku (žr. skyrelį „Stereografinė projekcija. 
Kompleksinių skaičių vaizdavimas sferoje“). Kaip matome, jei 
kompleksinio kintamojo funkcija w =f (z) kokioje nors plokštumos 
dalyje G yra analizinė ir f'(z)#0, tai atvaizdavimas w=f (z) 
aibėje G yra konformiškas. 


KONFORMIŠKAS VISOS PLOKŠTUMOS ATVAIZ- 
DAVIMAS Į VISĄ PLOKšTUMĄ 


Sakykime, kad kompleksinio kintamojo funkcija f(z) 
yra apibrėžta kokioje nors taško z, aplinkoje, išskyrus pati 
tašką Zọ Jeigu egzistuoja riba lim f(z), tai susitarsime papildo- 


mai apibrėžti funkcijos f (z) reikšmę taške zə lygybe 
Í (Zo) = lim f (2). 


Tiesine trupmenine funkcija yra vadinama tokio pavidalo 
funkcija: 


ak 
J()= cz+d | 


čia a, b, c ir d — bet kokie kompleksiniai skaičiai, tenkinantys 
sąlygą ad#bc. Jei ad=bc, tai lengva pastebėti, kad funkcija 
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f(z) tapatingai lygi konstantai arba yra visai neapibrėžta (kai 
a=b=c=d=U0), todėl šis atvejis neįdomus. 

Pastebėsime, kad tiesinė trupmeninė funkcija abipus vie- 
nareikšmiškai atvaizduoja išplėstinę z plokštumą į išplėstinę w 
plokštumą. Iš tikrųjų, ši funkcija apibrėžta, esant bet kokioms z 


reikšmėms, įskaitant ir taškus z=—Ž (jei c#0) ir z=00, bū- 
tent: 
az+b | 2 jei eZ 
f (%œ)=lim 1 i Si i 
\ oo, jū c=0, 


Kita vertus, bet kokiam skaičiui w galima rasti vienintėlį 
tokį skaičių z, kad būtų w=f (z). Jį rasime, spręsdami lygtį 
 az4b 
~ ez+d 


su nežinomuoju z. Išsprendę šią lygtį, gauname: 


—dw +b 
z=——, 
CwW-ūa 


t.y. tiesinės trupmeninės funkcijos atvirkštinė funkcija irgi yra 
tiesinė trupmeninė, vienareikšmiškai apibrėžta visoje kompleksi- 
nėje plokštumoje. 
Naudodamiesi išvestinių skaičiavimo taisyklėmis, gauname: 
7 _f[az+b\ ad-bc 
r o=) 


. . d [|] 7w yY e e e. e YV e 
jei ZŽ 1 zÆ œ (taške z=œ išvestinės neapibrėžėme), nes 


m= m m 


T (ez +d)? #0, 


Už % . d . 
ad—bc #0. Todėl visuose taškuose z, išskyrus z = — zir z=, 
į az+b o 
atvaizdavimas w = agd Ya konformiškas. 


f ; . az+b , d p 
Kadangi atvaizdavimas w = cd tašką z= — Ž (jei c #0) 


atvaizduoja į tašką w= oo, o taškas z = 00 pats yra be galo nu- 
tolęs, tai atvaizdavimo konformiškumas šiuose taškuose yra 
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kol kas neapibrėžtas — neaišku, kaip matuoti kampą tarp 
kreivių, susikertančių be galo nutolusiame taške. 

Kampu tarp kreivių z =g (t) ir z=h (t) (a <t<b), susiker- 
tančių be galo nutolusiame taške (t.y. kreivių, kurioms priklauso 
taškas z = œ), vadinsime kampą tarp tų kreivių vaizdų, gaunamų, 


atvaizdavus jas funkcija ę-1 į kompleksinę č plokštumą. 


Tokį susitarimą galima paaiškinti štai kuo: jei kreivės z=g(t) ir z= h(t) 
(a<t<b, h(t) =£ (t)= 0, a<t,<b) vaizduosime ne plokštumoje, o Ryma- 
no sferoje, remdamiesi stereografine projekcija, tai šios kreivės susikirs 
tos sferos „šiaurės šio t.y. taške, kuris vaizduoja skaičių z= œ. Gi 


| 
kreivės (= —— E ir = i G gaunamos iš kreivių z=g (+) ir z=A (t) atvaizda- 


: "r : , 
vimu C= 7 jeigu taškus C atidėsime toje pačioje Rymano sferoje, susikirs 


„pietų poliuje“, t.y. taške, kuris vaizduoja skaičių 0. Tos kreivės bus simetriš- 
kos sferos centro atžvilgiu, todėl kampai tarp jų bus vienodi. Taigi galima 
sakyti, kad kampu tarp dviejų kompleksinės plokštumos kreivių, einančių 
per be galo nutolusį tašką, vadiname kampą tarp tų kreivių vaizdų Rymano 
sferoje, gaunamų, atvaizdavus joje kompleksinę plokštumą su stereografinės 
projekcijos pagalba. 


Dabar konformiško atvaizdavimo sąvoka yra apibrėžta 
ir tuo atveju, kai z plokštumos kreivės arba jų vaizdai w plokš- 
tumoje eina per be galo nutolusį tašką. 


Įsitikinsime, kad pagal šį apibrėžimą atvaizdavimas 


w= S arba konformiškas ir taške z= — a (c#0), ir taške 
2S0: 


Sakykime, kad kreivės z =g (t) ir z=h (t) kertasi taške 
z= 0 (t.y. egzistuoja tokia kintamojo ł (a&<t<b) reikšmė to, 
kad g (t) =œ ir c#0). Norint apskaičiuoti kampą tarp šių krei- 


vių, reikia jas atvaizduoti funkcija €=-— į € plokštumą, ty. 
kreivių lygtyse vietoj z įrašyti ip. Gauname kreivės 


| l 
TO C= Fi ’ <í <b, (32) 


susikertančias taške č m=(), 
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Kreivių z =g (f) ir z =h (+) vaizdai w plokštumoje, gaunami, 


jas atvaizduojant funkcija w = sta „bus kreivės 
_ ag(t)+b _ ah(t)+b werek (33) 


ed akd | 


Atvaizdavimas y= Zi taške z= pagal apibrėžimą bus 


konformiškas, jei kampas tarp (32) kreivių bus lygus kampui 
tarp (33) kreivių. Bet (33) kreivės yra (32) kreivių vaizdas, gau- 
namas, vaizduojant C plokštumą į w plošktumą funkcija 


Iš paskutinės lygybės gauname: 


_ bý+a 
W= Ae Fe (34) 
iť 

bt+aV _ be—ad 


vadtželė=0 œ +0. 


Todėl (34) atvaizdavimas taške C=0 yra konformiškas, taigi 
ir kampas tarp (32) kreivių yra lygus kampui tarp (33) kreivių. 

Panašiu būdu galima įsitikinti, kad atvaizdavimas yra kon- 
formiškas ir taške z=-2 (c#0), taip pat tuo atveju, kai 
z= ir c=O (t.y. ir kreivės, ir jų vaizdai susikerta taške 00). 

Taigi bet kokia tiesinė trupmeninė funkcija visą išplėstinę 
kompleksinę plokštumą konformiškai atvaizduoja į visą išplės- 
tinę kompleksinę plokštumą. 

Skaitytojui gali kilti klausimas: kokios dar funkcijos turi 
tokią pačią savybę? Neįrodinėdami pasakysime, kad visą 1š- 
plėstinę kompleksinę plokštumą konformiškai atvaizduoja į 
visą išplėstinę kompleksinę plokštumą tik tiesinės trupmeninės 
funkcijos. 
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ANALIZINIŲ FUNKCIJŲ PRITAIKYMAS ŽEMĖLA- 
PIŲ SUDARYMUI 


Matematikos šaka, nagrinėjanti kompleksinius skaičius, 
kompleksinio kintamojo funkcijas (ypač analizines funkcijas) 
ir jų savybes, yra vadinama kompleksinio kintamojo funkcijų 
teorija. Ši teorija yra pritaikoma tiek kitose matematikos ša- 
kose — diferencialinių ir integralinių lygčių teorijoje, funk- 
cionalinėje analizėje, tikimybių teorijoje, aukštojoje algebroje, 
artutinių skaičiavimų metoduose, — tiek ir kituose moksluose, 
ypač fizikoje. Tokie pritaikymai beveik visada susiję su sudėtin- 
gesniu ,„matematiniu aparatu“ ir su kitomis matematikos ša- 
komis; todėl šioje knygelėje būtų sunku juos nagrinėti. Susto- 
sime tik ties vienu analizinių funkcijų pritaikymu kartografi- 
joje, juo labiau, kad istoriškai šis analizinių funkcijų pritaiky- 
mas yra vienas iš pirmųjų: apie ji jau rašė žymus XVIII amžiaus 
matematikas Leonardas Oileris (L. Euler, 1707 — 1783). 

Braižant žemėlapius, įvairias Žemės paviršiaus linijas (že- 
mynų krantus, upes, valstybių sienas ir t.t.), reikia atvaizduoti 
plokščiame brėžinyje — žemėlapyje. Šį uždavinį galima suvesti 
į geografinio tinklelio — meridianų ir paralelių —atvaizdavimą 
plokštumoje. Svarbu sudaryti žemėlapius tokiais būdais, kad 
kampai tarp linijų Žemės paviršiuje būtų lygūs kampams tarp 
tų linijų vaizdų žemėlapyje. Taigi reikia naudotis konformiš- 
kais atvaizdavimais. Kad būtų paprasčiau, sakykime, jog Žemės 
paviršius yra sfera (nors ši prielaida ir neatitinka dabartinių 
kartografijos mokslo reikalavimų). Visą šią sferą, kaip Žinome; 
stereografine projekcija galima konformiškai atvaizduoti į 
visą plokštumą. Tada meridianai ir paralelės bus atvaizduotos 
linijomis plokštu moje. Jei sfera plokštumos atžvilgiu bus taip 
pasukta, kad paralelės sferoje bus lygiagretės plokštumai, ir 
į plokštumą žiūrėsime kaip į kompleksinę z plokštumą, tai me- 
ridianų vaizdai toje plokštumoje bus tiesės, einančios per tašką 
z=0, o paralelių vaizdai — koncentriški apskritimai su centru 
taške z=0. Pasirinkime funkciją w=f (z), analizinę bet kokioje 
z plokštumos dalyje („srityje“) D, kurios išvestinės srities D 
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taškuose nelygios nuliui. Jeigu ši funkcija abipus vienareikš- 
miškai atvaizduos sritį D į w plokštumos sritį G, tai atvaizdą- 
vimas bus konformiškas, tuo pačių ir geografinis tinklelis z 
plokštumoje (t.y. meridianų ir paralelių vaizdai šioje plokštu- 
moje) bus konformiškai atvaizduotas w plokštumoje. Taigi gau- 
sime naują geografinio tinklelio sudarymo būdą. Parinkdami 
ivairias funkcijas f(z), gausime įvairius konformiškus žemėla- 
pių sudarymo būdus. 

Kadangi tiesinė trupmeninė funkcija 

„o 
cz+d 

konformiškai atvaizduoja išplėstinę z plokštumą į išplėstinę 
w plokštumą, tai su šios funkcijos pagalba galima gauti geogra- 
finį tinklelį visoje w plokštumoje. Jei c* 0, tai šiaurės polius w 
plokštumos tinklelyje bus atvaizduotas baigtiniu tašku w=S 
(z plokštumoje šiaurės polių vaizdavo taškas z = 00). 

Kompleksinio kintamojo funkcijų teorijoje įrodoma, kad 
bet kokį konformišką z plokštumos dalies D atvaizdavimą 
į w plokštumos dalį G (su kai kuriais nežymiais apribojimais) 
atitinka analizinė funkcija w =f (z). Tuo būdu, bet kokius žemė- 
lapius, konformiškai atvaizduojančius sferą plokštumoje, galima 
gauti, naudojantis tam tikra analizine funkcija w =f (2). 


HIDROMECHANINĖ ANALIZINIŲ FUNKCIJŲ 
PRASMĖ 


Hidromechanikoje skysčio arba dujų plokščiu judėjimu 
vadinamas toks judėjimas, kai visų dalelių greičių vektoriai yra 
lygiagretūs vienai plokštumai P ir visų dalelių, esančių tame 
pačiame statmenyje plokštumai P, greičiai yra lygūs. Judėjimas 
vadinamas stacionariniu, jei dalelių greičiai nepriklauso nuo 
laiko, t.y. laikui bėgant nekinta. Tokį judėjimą visiškai apibrė- 
žia dalelių greičiai plokštumos P taškuose. 

Pabandykime plokščią stacionarų nespūdaus skysčio 
judėjimą aprašyti analizinėmis funkcijomis. 
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Plokštumoje P pasirinkime koordinačių sistemą ir joje 
kompleksinius skaičius vaizduokime taškais. Kadangi į vektorių 
plokštumoje P galime taip pat žiūrėti kaip į tam tikro kom- 
pleksinio skaičiaus vaizdą, tai ir skysčio dalelės taške z greitis 
bus kompleksinio kintamojo z funkcija, kurią žymėsime g (z) 
(funkcijos g (z) reikšmę vaizduodami vektoriumi plokštumoje P, 
gausime greičio vektorių taške z). Šios funkcijos reikšmės ne- 
priklauso nuo laiko, nes aprašomas judėjimas yra stacionarus. 


Jeigu skystis apteka kokį nors statmeną plokštumai P ci- 
lindrinį kūną, kurio projekcija plokštumoje P yra plokščia fi- 
gūra D, tai greičio funkcija g (z) bus apibrėžta figūros D išo- 
rėje. 

Pažymėkime u (z)=Re g (z) ir v(z)=Im g (2); 


g (z)=u (z)+ iv (z). 
Sakykime, skystis yra nespūdus, o jo judėjimas — plokščias ir 
stacionarus. Jeigu kokioje nors skysčio dalyje T nėra nutekė- 
jimo arba pritekėjimo vietų, tai, kaip įrodoma hidromechani- 
koje, toje kompleksinės plokštumos P dalyje, į kurią projektuo- 
jamas kūnas T, yra tenkinamos lygybės 


Ux = — Uj, (35) 
o jeigu skystis juda be sūkurių, tai 
U, =V; ; (36) 


čia u,, 2, — funkcijų u ir v išvestinės, imant x = Re Z 
kintamuoju, o u, v, — jų išvestinės, imant y kintamuoju 
(tokios išvestinės buvo apibrėžtos, išvedant (26) formu- 
les). (35) ir (36) lygybės yra panašios į Koši- Rymano 
(26) sąlygas, bet skiriasi nuo jų ženklu, vadinasi, funkcija g (z) 
nėra analizinė. Tačiau tos pačios (35) ir (36) sąlygos greičio funk- 
cijos kompleksinei jungtinei funkcijai 


g (z) =u (z) — iv (2) 


jau sutampa su Koši—Rymano (26) sąlygomis, kuriose vietoj 
v (z) reikia įrašyti [—v(z)], nes Im g (z)=[—v (z)]. Todėl šiuo at- 
vejų g (z) yra analizinė funkcija. Analizinė funkcija f (z), kurios 
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išvestinė kokioje nors srityje yra lygi analizinei funkcijai g (2), 
yra vadinama kompleksiniu potencialų. Kompleksinis potencia- 
las f(z) turi tokias savybes: 


I) f (2)=g (2)=u (2)— iv (2), 
2) skysčio dalelių trajektorijos yra kreivės, kurių taškuose 
funkcijos f (z) menamoji dalis yra pastovi: 


Im f (z)=C. (37) 


Jeigu kompleksinis potencialas f(z) yra Žinomas, tai iš jo ga- 
lima gauti visas mechanines skysčio (arba dujų) judėjimo cha- 
rakteristikas. 

Jeigu skystis apteka kokios nors formos cilindrinį kūną, 
kurio projekcija plokštumoje P yra apribota kreive L, tai ta 
kreivė turi būti drauge ir trajektorija. Taigi šiuo atvejų, norint 
aprašyti skysčio judėjimą, tenka sudaryti tokią funkciją, kuri 
būtų analizinė kreivės L išorėje ir kurios menamoji dalis būtų 
pastovi kreivės L taškuose. Jei funkcija w =f (z) konformiškai 
atvaizduoja kreivę L į realiosios ašies dalį L,, o kreivės L išorę — 
į L, išorę, tai Im f(z)=0, kai z priklauso kreivei L. Tuo būdu, 
skysčio, aptekančio Kokius nors cilindrinius kūnus, plokščio 
stacionaraus judėjimo aprašymas suvedamas į konforminį duo- 
tos z plokštumos srities atvaizdavimą į realiosios ašies atkar- 
pos L, išorę. 

Jei skystis apteka cilindrinį kūną, kurio sudaromosios stat- 
menos kompleksinei z plokštumai ir kurio projekcija z plokštu- 
moje yra figūra D, tai, sakysime, kad skystis apteka figūrą 
D kompleksinėje z plokštumoje. 


1. Skritulio aptekėjimas 


1. Norint aprašyti skysčio, aptekančio skritulį D, mecha- 
nines charakteristikas, pakanka, kaip matėme, rasti tokią ana- 
lizinę D išorėje funkciją w=f (2, kuri apskritimą L, apribojantį 
skritulį D, atvaizduotų į kokią nors realiosios ašies dalį. Galime 
laikyti, kad z plokštumos nulinis taškas (koordinačių pradžia) 
sutampa su skritulio D centru, o skritulio D spindulys R lygu 
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vienetui. Parodysime, kad viena iš tokių funkcijų f(z) yra funk- 
cija 
w=5 (2+ 5). (38) 
2 Z 
Ji kartais vadinama Žukovskio funkcija, pagerbiant rusų moksli- 
ninką N. Žukovskį, naudojusį šią funkciją aerodinamikoje. 
Pastebėsime, kad z plokštumoje atstumas tarp dviejų tos 
plokštumos taškų z ir Zo yra lygus |z—z4 | (Z—Zọ yra vektorius, 
kurio pradžia — taškas z,, o galas — taškas z, todėl šio vekto- 
riaus ilgis | z—z „| ir yra atstumas tarp z ir Zọ). Kadangi apskri- 
timas, kurio centras yra taškas z, ir spindulys R, — tai geometrinė 
vieta taškų, nutolusių nuo Zz, atstumu R, šio apskritimo lygtis 
yra šitokia: 
| zZ—Zo |=R. 
Jei zọ=0 ir R=1, tai 
|Zz|=l. 


Užrašę z trigonometrine forma 
z=r(cosp+isinę)=re'", 


iš lygybės |z|=1 įsitikinsime, kad visi vienetinio ap- 
skritimo (jo centras — nulinis taškas) taškai yra «€? pa- 
vidalo, taigi tokio apskritimo lygtis yra z=¢?; čia O<0 < 2r. 
Norėdami rasti šio apskritimo vaizdą w plokštumoje, turime 
įrašyti z=? (38) lygybės dešinėje pusėje. Gauname: 


l || A ; ; 
w=Ž(e9+ 25)= 5 (69+07'9)=c059, 0<p< 27, 


2 elio 2? 


t.y. funkcija w=; (z+) vienetinį z plokštumos apskritimą 


L atvaizduoja į w plokštumos realiosios ašies atkarpą nuo —1 
iki 1. Todėl z plokštumos vienetinį apskritimą aptekančio skys- 
čio dalelių trajektorijų lygtys yra šitokios: 


In [L (z+ Ł)]=c; 


47. 


čia C — bet kokia reali konstanta. Įrašę šios lygties kairiojoje 
pusėje z =x+iy (x=Rez, y=Im z) ir atlikę veiksmus, gausime: 


Im |5 (x+iv+ =7)l-5 Im [x+iy+ maey] 


ia [E pper Ijal JEE), 


] 
2 x*4+y3 x+y’ 2 x*+- y’ 


Taigi trajektorijos lygtį galima užrašyti šitaip: 
y(x*+y*—1)=2C (x +y’). 


Jei C=0, gauname dvi lygtis: y=0 ir x?+y?=1. Pirmoji lygybė 
yra realiosios ašies lygtis, o antroji — vienetinio apskritimo lyg- 
tis. Kai C#0, trajektorijos lygtis yra sudėtingesnė. Norėdami 
šiuo atveju apskaičiuoti trajektorijos taškų koordinates, turime 
lygtyje vietoj x įrašyti konkrečius skaičius. Gausime kubinę 
lygtį nežinomojo y atžvilgiu. Ją išsprendę (bent apytiksliai), 
gausime ieškomojo trajektorijos taško y koordinatę. Kreivės, 
gaunamos, pasirenkant įvairias konstantas C, atvaizduotos 8 
brėžinyje. 


| 8 


8 brėž. 


Norėdami apskaičiuoti bet kokiame taške z skysčio greitį 


g(z), randame funkcijos w = (z + =) išvestinę: 
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Pažymėję u (z)=Re g (z) ir v(z)=Im g (z) ir prisiminę komplek- 
sinio potencialo f(z) savybes (būtent, lygybę g (z) =f" (z)), gau- 
name: 


u (z)=Re È -z)h 


v (z)= -Im È (1-4): 
Pastebėsime, kad 


1 
ir 

lim v (z)=0, 
t.y. a 

g (0)=5. 


Ši lygybė turi tokią mechaninę prasmę: skysčio dalelių, esančių 
pakankamai toli nuo aptekamo skritulio, greičių vektoriai yra 
beveik lygiagretūs realiajai ašiai, tos pačios krypties, kaip realioji 
ašis, ir tų vektorių ilgiai (moduliai) yra maždaug lygūs = „ Skai- 
čių g (œ) ir jį vaizduojantį vektorių sutrumpintai vadinsime 
greičiu taške oo. 


Jeigu norėtume rasti kompleksinį potencialą tuo atveju, 
kai skystis apteka ne vienetinį, o spindulio R skritulį (centras —nu- 
linis taškas), tai galėtume taip galvoti: iš pradžių skritulį | z |=R 
atvaizduosime į vienetinį skritulį kitoje kokioje nors komplek- 
sinėje plokštumoje (pavadinkime ją C plokštuma). Tokį atvaiz- 
davimą atlieka funkcija 


AA 


Po to vienetinį € plokštumos skritulį (38) funkcija atvaizduosime 
į w plokštumą: 


v-t (ee) 
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Įrašę šioje lygybėje =% gausime funkciją, kuri z plokštumos 
skritulio išorę atvaizduoja į w plokštumos realiosios ašies atkar- 
pos [—1, 1] išorę: 


Kadangi šiai funkcijai 


tai 


g (œ)=lim w = 


z—>00 


DR" 
Panašiu būdu galima įsitikinti, kad tuo atveju, kai skysčio grei- 


tis be galo nutolusiame taške yra g (00) =a+ib (a ir b — realios 
konstantos), kompleksinis potencialas bus funkcija 


f(E)= (a — ib) z + TAB. (39) 


Patikrinsime šį teiginį. Tuo tikslu užrašysime kompleksinį 
skaičių g (00) trigonometrine forma: 
g (00)=a+ib=V (cos «+isin x) = Ve!“ 
(V — teigiamas skaičius). Tada apskritimo |z |=R taškuose 
t.y. taškuose Re'?, 0< 0 <2z, galios lygybė: 
3 Ppi% 
f (Ret?) = Vezis Reio + SVR = 
= VR [e' 8-9 4+ e (4-0) =2VRcos (O — a), 
kai 0< O<2z,t.y. Im f (Re'?) =0. Tuo būdu, apskritimo |z |=R 
taškuose kompleksinio potencialo menamoji dalis yra pastovi 
(lygi nuliui), taigi apskritimas |z |= R yra viena iš skysčio dale- 
lių trajektorijų. Vadinasi, skystis apteka apskritimą. Be to, 


f (a=a-ip- Eeti) 


z? , 


t.y. 
lim f’ (z)=a— ib 


ir todėl 
g (00)=a+ib. 
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Galima gauti dar bendresnę kompleksinio potencialo išraišką. 
Tuo tikslu prisiminsime, kad 


Inz=In |z |+iargz=Inr=i(ę42n r); 


čia — viena iš arg z reikšmių, r= |z |, 0 1 — bet koks sveikas 
skaičius. Apskritimo |z |=R taškuose šios funkcijos realioji 
dalis pastovi ir lygi In R, todėl tuose taškuose funkcijos 


ilnz=-(+2n7)+iln |z | 


menamoji dalis yra pastovi: 
Im [i In (Re'?)]=1n R. 
Buvo įrodyta, kad 
(nz =>, 


todėl, jei y — bet koks realus skaičius, tai funkcija 


R? (a+ ib) 
Z 


f(z)=iylnz+(a—ib)z+ (40) 
yra taip pat apskritimą |z | =R aptekančio skysčio, kurio greitis 
be galo nutolusiame taške g(o0)=a+ib, judėjimo kompleksi- 
nis potencialas. Tokio skysčio dalelių trajektorijos bus aprašo- 
mos lygtimis: 

Imf(z)=C. 


Kokia turi būti konstanta y, reikia spręsti iš papildomų mecha- 
ninių uždavinio sąlygų. 


2. Bet kokios figūros aptekėjimas 


Pabandykime rasti kompleksinį potencialą skysčio, apte- 
kančio bet kokią z plokštumos figūrą, apribotą kreive L. Užda- 
vinys bus išspręstas, jei mokėsime rasti analizinę kreivės L išo- 
rėje funkciją F (z), kuri kreivę L atvaizduos į išorę kokio nors 
apskritimo, kurio centras — nulinis taškas ir spindulys R. 

Jei f(z) yra funkcija, apibrėžta (40) lygybe, tai sudėtinė 
funkcija 


w= (F (2)) (41) 
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bus kompleksinis potencialas nagrinėjamu atveju. Iš tikrųjų, 
kreivės L taškuose F(z)=Re'9, todėl f (F (z))=f (Re'9), o 
Im f (R°), kaip jau buvo įrodyta, yra pastovi (lygi nuliui), 
t. y. 
Im f (F (2))=0. 

Ši lygybė rodo, kad kreivė L yra skysčio dalelių trajektorijos 
dalis, vadinasi, skystis apteka kreivę L. Be to, sudėtinės funkcijos 
f(E (z)), sudarytos iš dviejų funkcijų: Ę=F (z) ir w=f(€), iš- 
vestinė yra 


(rE) | = O- Fe) 
(dešinėje šios lygybės pusėje, suradus išvestines, reikia vietoj T 
įrašyti F (z)). Jeigu funkcija F (z) tenkina papildomas sąlygas 


F(c0)=0 ir F (0)>0, (42) 
tai 


tim [f (Fe) | =A" (0) F' (00)= (a—i6) F' (0); 
todėl skysčio greitis g (00) taške oo yra išreiškiamas lygybe: 
g(0)=(4+ib)-F (00). 
Skysčio dalelių trajektorijų lygtys šiuo atveju bus 
Im |/ (P ())|- C; 
čia C — bet kokia konstanta. Greitis g (z) taške z apibrėžtas lygybe: 
zo=|f(F@)]. 
3. Sparno profilio aptekėjimas 
Jau matėme, kad funkcija 
] | 
atvaizduoja vienetinį z plokštumos apskritimą į w plokštumos 


realiosios ašies atkarpą [—ł, 1]. Pažiūrėkime, į kokią kreivę 
atvaizduos ši funkcija z plokštumos apskritimą Lọ, eina 1tį per 
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taškus z = + l, kurio centras yra menamojoje ašyje ir nesutampa 
su nuliniu tašku (9 brėž.). Sakykime, apskritimo L, centras Zo 
yra taškas ih, t.y. z,=i1. Kadangi apskritimas eina per tašką 
z=l, tai jo spindulys R= | 1 — ih [= 1142. 


9 brėž. 


Norėdami rasti apskritimo I, vaizdą w plokštumoje, paste- 


bėsime, kad 
| | (z74+1)* 
w+l-=5 (2+;)+1-57— 


LLS 
todėl 
12 43) 
Pažymėkime 
= (44) 
1r 
w= a (45) 


(z, ir w, yra kintamųjų z ir w funkcijos). Iš paskutinės lygybės 
išreiškę w, gauname: 
„Ww +i 
0 (46) 
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Tuo būdu, iš (46), (43), (44) ir (45) lygybių gauname: 


0 z+! 
Micas aeo (47) 


Funkcija Zz, = Ei yra tiesinė trupmeninė funkcija, todėl 


kiekvieną apskritimą atvaizduoja į apskritimą arba tiesę, o skri- 
tulio vidų ir išorę — į z plokštumos skritulio vidų ir išorę arba 
į pusplokštumes. Apskritimą L, ši funkcija atvaizduos į z, plokš- 
tumos tiesę, nes apskritimo taško z=1 vaizdas z, plokštumoje 
yra z,=00 (apskritimo taškai — baigtiniai), o skritulio, apri- 
boto apskritimu Lo, išorę — į pusplokštumę. Be to, ši funkcija 
apskritimo Lọ tašką z=- l atvaizduoja į tašką z,=0. Vadinasi, 
L, vaizdas z, plokštumoje yra tiesė Lį, einanti per nulinį tašką. 
Kadangi ši funkcija konformiškai atvaizduoja visą z plokštu- 
mą į z, plokštumą ir realiąją ašį — į realiąją ašį (kai z realūs, 
tai ir z, realūs), tai kampas « tarp apskritimo L, ir realiosios ašies 
taške z=] yra lygus kampui tarp realiosios ašies ir tiesės Lp 
plokštumoje z,, taigi tiesės Ło lygtis z, plokštumoje yra: 
z,=zieš, o - O<t<+0 

(t — realus kintamasis). 

Funkcija w,=zį tiesę Lọ atvaizduoja į aibę taškų Ło, tenki- 
nančių lygtį: 

M (tel*)*, 
t.y. 
mares — o<t<4 00. 
Pažymėję s=/*, šią lygtį perrašysime šitaip: 
wa = sel2t, 0<s< + 0. 

Kaip matome, L; sudaro visi taškai, kurių argumentai yra lygūs 
2x, ir dar nulinis taškas, taigi Lő yra spindulys, einantis iš taško 
Ww, =0 ir sudarantis su realiąja ašimi kampą 2 «a. 


Abi pusplokštumes, apribotas tiese Lọ (nepriskiriant tiesės 
Lo taškų nė vienai pusplokštumei), funkcija w,=zį atvaizduoja 
į tą pačią sritį, sudarytą iš visų w, plokštumos taškų, išskyrus 
Lo taškus (w, plokštuma su piūviu Lą). 
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w+ |l 
w,—-! 


Funkcija w= ir jos atvirkštinė funkcija yra tokio 
Wi 


Wi— 


pat pavidalo, kaip (44) funkcija, todėl w = r visą tiesę, ci- 
nančią per tašką w, =O ir sudarančią su realiąja ašimi kampą 2g, 
abipus vienareikšmiškai atvaizduos 1 w plokštumos apskri- 
timą, einantį per taškus w= 41 ir sudarantį taške w=1 su 


realiąja w plokštumos ašimi kampą 2x (10 brėž.). Tada 


10 brėž. 


W+! 
w,—-l 
duos į apskritimo lanką L, kurio galai bus taškų w; =0 ir w, = œ 
vaizdai, t.y. taškai w= +1. Kadangi ši funkcija visą w, plokštu- 


šios tiesės dalį — spindulį Lọ — funkcija w= atvaiz- 
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mą abipus vienareikšmiškai atvaizduoja į w plokštumą, tai spin- 
dulio L3 išorę atvaizduoja į visą L išorę. 

Tuo būdu, funkcija = (z+>) atvaizduoja apskritimą 
La cinantį per taškus z= +1 ir sudarantį taške z=1 kampą « 
su realiąja ašimi, į w plokštumos apskritimo lanką L, kurio ga- 
lai yra w= +1 ir kuris taške w=1 sudaro su realiąja w plokštu- 


mos ašimi kampą 2«. Be to, pastebėsime, kad ši funkcija apskri- 
timo Lọ tašką z=(R, + A)i atvaizduoja į tokį tašką: 


l ; | > 
v= [+A i+ 577 |= 
r į 
= 5 |(Ro+A) i— R, === 2 [Ro +h- Ri |. 
Įrašę R,=V 1+7 14A* į (48) lygybę ir atlikę veiksmus, gausime 
w=ih, taigi dydis A (kaip ir kampas «) charakterizuoja lanko L 
kreivumą. 

Vadinasi, skrituHho G, apriboto apskritimu Ło, vidų ir išorę 
funkcija w=5 (z+ L) atvaizduoja į tą pačią sritį — plokštumą 


(48) 


su piūviu L (9 brėž.). 

Jeigu z plokštumoje imsime kokį nors spindulio ọ> R, 
apskritimą K,, liečiantį apskritimą £„ taške z=1, tai funkcija 
W=> (z+ 5) atvaizduos šį apskritimą į uždarą kreivę K, ei- 
nančią per tašką w=1 ir liečiančią taške w=1 apskritimo lan- 
ką L (11 brėž.). Gautą kreivę K ir laikysime sparno (arba burės) 


11 brėž. 
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profiliu. Artindami p prie Rə gausime vis plonesnių sparnų 

profilius, kurie riboje sutaps su apskritimo lanku. Keisdami A, 

galime gauti labiau arba mažiau išlenktus sparnų profilius. 
(38) funkcijos atvirkštinė dvireikšmė funkcija 


z=w+V w2-1, (49) 


gaunama iš lygybės w= (z+) (žiūrint į ją kaip į lygti su 


nežinomuojų z), kiekvieną w plokštumos tašką, nepriklausantį 
kreivei L, atvaizduoja į du taškus, iš kurių vienas turi būti skri- 
tulio G vidinis, o kitas — išorinis taškas. Šie taškai gaunami 
(49) formulės dešiniojoje pusėje, imant dvi skirtingas |/w?— I 
reikšmes. Pažymėkime tą šaknies V wŽ—] reikšmę, kuriai skai- 
čius w+Ų/ w2—1 priklauso G išorei, ženklu V w? —1. Tada 
funkcija išor 

z=w+ |/ W? — ] (50) 

išor 


atvaizduoja kreivės K apriboto sparno profilio išorę į z plokštu- 
mos skritulio, apriboto apskritimu K, išorę. Sakykime, K, 
centras yra «. Funkcija z,=z—0 visus z plokštumos taškus pa- 
stumia vektoriaus —« kryptimi atstumu, lygiu to vektoriaus 
ilgiui | « |, todėl ši funkcija ir skritulio, apriboto apskritimu Ko, 
išorę atvaizduoja į z, plokštumos skritulio su centru nuliniame 
taške ir spinduliu p išorę. Todėl funkcija, gaunama iš (50) lygy- 
bės, įstatant z=z,+a, būtent, funkcija 


z=-«+w+ļ/ w»? I (51) 

išor 
atvaizduos w plokštumos sparno profilio išorę į z, plokštumos 
skritulio su centru taške z,=0 ir spinduliu p išorę. Pakeitę kin- 


| 


tamųjų Z ir w Žymėjimus, iš (51) formulės gausime funkciją 


w=-<+2+/ 2 = l =F (2), (52) 
išor 
kuri z plokštumoje sparno profilio išorę atvaizduos į w plokštu- 
mos skritulio, kurio centras — taškas w =0 ir spindulys o, išorę. 
Kadangi 
Peza YAE 
išor V g 


išor 
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ir 
lim F'(z)=2>0, 


tai funkcija F (z) patenkins (42) sąlygas. Tada ieškomasis kom- 
pleksinis potencialas bus f (F (z)); čia funkcija f apibrėžta (40), 
— (52) formule ir R =p. Be to, kad galiotų lygybė 


g(0)=f (œ): F' (0)=a+ib, 


(37) formulėje reikia vietoj a įrašyti 5 = ir vietoj b įrašyti 5 > nes 


F' (00)=2). Tuo būdu, gauname T P ai 
f (F (2)) išraišką: 


; — ib 2 , 
f(F(2))=ixin Pl) + 75 Flip | 
t.y. 
r(Po-ivn (~at + YPI)? GA yF + 
Išor išor 
p? (a +ib) +C: 53) 


"V i) 
išor 


čia C — tam tikra konstanta, nuo kurios nepriklauso mechaninės 
judėjimo charakteristikos (pavyzdžiui, dalelių greitis, trajek- 
torijos ir pan.), o y — neapibrėžta reali konstanta, kurios dydį 
reikia nustatyti, remiantis kokiais nors papildomais duomenimis 
apie skysčio judėjimą. Skysčio dalelių greičio taške z vektorius 
g (z) gaunamas iš (42) lygybės: 


Fa-[ (ro) 


> iy m a-ib o? (a +ib) |- 
=| -za+z+|/ 2 -ÏI 2  2(-a+z+ļ|/ z I 
išor ior 
Z 
«(14 yam ) (54) 


Kadangi 
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tai greitis £ (z), kaip rodo (54) formulė, taške z=1 būtų bega- 
linis, jei dauginamasis šios formulės laužtiniuose skliaustuose 
nebūtų lygus nuliui taške z =1. Kadangi skysčio dalelės negali ju- 
dėti begaliniu greičiu, turi galioti lygybė, gaunama, (54) formulės 
laužtiniuose skliaustuose įrašius z=1 ir prilyginus šį daugina- 
mąjį nuliui: 
i a-ib *(a+ib 
5 S H0. (29) 


Iš šios lygybės gauname: 


| 5 (a Lb 
y=ġ (1-a) (e-5)- 25 (56) 
Pažymėję 
a+ib=Ve's, (57) 
|-+=pe'? (58) 
ir įrašę šias išraiškas į (56), gauname: 
y =p} sin (© —ọ). (59) 
Kampas apibrėžiamas lygybėmis: 
i h 
INSS p 
(60) 
cos 0 = — — =., 
V 1+ 


[rašę rastą y reikšmę į (53) ir (54) formules, gausime jau pilnai api- 
brėžtą kompleksinį potencialą f (F (z)) ir greičio vektorių g (z). 
Skysčio dalelių trajektorijos, kaip jau buvo minėta anksčiau, 
bus apibrėžiamos lygtimis: Im f (F (z))=C, (C, — bet kokia 
reali konstanta). Be įrodymo pastebėsime, kad aprašytąji sparno 
profilį (tiksliau — vienetinio ilgio sparną) tekančiame skystyje 
ar dujose veikia jėga X +i Y, apibrėžta lygybe: 


X+iY=2ni(a+ib) yd; (61) 
čia d — skysčio arba dujų tankis. Naudodamiesi (57), (58) ir 
(59) lygybėmis, iš (61) formulės galime išvesti tokią lygybę: 


(+3) 


X4+iY=27dępV*e sin (© — 0); (62) 
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čia kampas O nusako sparno kreivumą (0 su A susietas (60) 
lygybėmis), ọ — sparno storį, o — dujų arba skysčio judėjimo 
krypti pakankamai tolimuose nuo sparno taškuose, V — dale- 
lių greitį tolimuose taškuose. Iš (62) gauname, kad 


arg (X+iY)=9+> 


XHY e (h cos p + sin p), 
t.y. jėga, veikianti sparną, nukreipta statmenai bendrai srovės 
krypčiai ir proporcinga srovės greičio kvadratui. 

Aprašyti šioje knygelėje kompleksinių skaičių ir funkcijų 
pritaikymai sudaro tik nedidelę kompleksinio kintamojo funk- 
cijų teorijos dalį. Svarbiausios analizinių funkcijų savybės yra su- 
sietos su kompleksinio kintamojo funkcijos integralo sąvoka, 
su kuria skaitytojai gali susipažinti iš vadovėlių ir kitų knygų, 
skirtų analizinių funkcijų teorijai. 


PRIEDAS 


REALIEJI SKAIČIAI 


Dabartinėje matematikoje realieji skaičiai yra apibrėžiami aksioma- 
tiškai. Realiųjų skaičių aibe yra vadinama bet kokių elementų aibė, 
kurioje yra taip apibrėžtos jos elementų sudėties ir daugybos operacijos 
(veiksmai), taip pat nelygybės tarp elementų, kad būtų patenkintos tam tik- 
ros aksiomos. Aksiomomis nusakomos sąlygos, kurias turi atitikti nelygy- 
bės ir aritmetinių operacijų apibrėžimai. Realiųjų skaičių aibės elementai yra 
vadinami realiaisiais skaičiais. Kokie elementai sudaro tą aibę, kokia tų 
elementų „prigimtis“ — visai nesvarbu. Kurios nors aritmetinės operacijos, 
pavyzdžiui, sudėties, duotoje aibėje apibrėžimų yra vadinama taisyklė, nuro- 
danti, kaip kiekvienai šios aibės elementų porai a ir b priskiriamas kuris nors 
vienas tos pačios aibės elementas, vadinamas elementų a ir b suma. Analo- 
giškai apibrėžiama ir sandauga. Panašiai nelygybės tarp elementų apibrėžia- 
mos taisykle, kuri kiekvienai elementų porai a ir b nurodo, kuris iš jų yra ma- 
žesnis arba lygus (ne didesnis) už kitą, t.y. a<b, arba b<a (arba ir a<b, 
ir b<a). | 

Kaip matome, iš pradžių apibrėžiama, kokia aibė yra vadinama „„rea- 
liųjų skaičių aibe“, po to šios aibės elementai pavadinami realiaisiais skai- 
čiaiS, 

Sudarant realiųjų skaičių aibės aksiomų sistemą, tenka įvesti dar ir 
kitus pagalbinius apibrėžimus. Taigi realiųjų skaičių apibrėžimas žymiai ski- 
riasi nuo tų apibrėžimų, kurie pateikiami vidurinės mokyklos matematikos 
kurse ir formuluojami vienu sakiniu. 

Visas realiųjų skaičių aksiomas patogu sugrupuoti į tris grupes: pirmos 
grupės aksiomose kalbama apie sudėtį, antros — daugybą (ir jos ryšį su su- 
dėties operacija), trečios — nelygybės (ir jų ryšius su aritmetinėmis operaci- 
jomis). 

Apibrėžimas. Elementų x, y, z, ... aibė R yra vadinama realiųjų skai- 
čių aibe, jeigu toje aibėje yra taip apibrėžtos sudėties, daugybos operacijos ir 
nelygybės tarp bet kokių elementų, kad būtų tenkinamos aksiomos: 

I. Sudėties aksiomos; 

1) x+y=y+x bet kuriems x ir y iš R; 

2) (x+y)+z=x+(y+z2) bet kuriems x, y ir z iš R; 
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3) aibėje R egzistuoja toks elementas, vadinamas „nuliu“ ir žymimas „0“, 
kad x+0=x bet kuriems x iš R; 

4) bet kuriam x iš R egzistuoja toks elementas y iš R, vadinamas ,„prie- 
šingu elementui x“, kad x+ y=0. 

II. Daugybos aksiomos: 

1) xy=yx bet kuriems x ir y iš R; 

2) (xy) z=x (yz) bet kuriems x, y ir z iš R; 

3) aibėje R egzistuoja toks skirtingas nuo Q elementas, vadinamas „„viene- 
tu“ ir žymimas „L“, kad x -1=x bet kuriam x iš R; 

4) bet kuriam aibės R elementui x+0 (x skirtingam nuo 0) egzistuoja 
toks aibės R elementas y, vadinamas „atvirkščiu elementu x“, kad y-x=l; 

5) bet kuriems x, y ir z iš R teisinga lygybė: x (y+Z)= xy+xz. 

III. Nelygybių sutvarkymo aksiomos: 

1) x<y kiekvienam x iš R; iš nelygybių x<y ir y<x seka x=y, 

2) iš nelygybių x<y ir y<z seka x&z; 

3) iš nelygybės x<y seka x+z<y4+2 bet kuriems z iš R: 

4) iš nelygybių 0<x ir Ū<y seka 0<xy. 

Nelygybė x<y užrašoma dar ir šitokiu būdu: y>x. Jei x<y ir x*y, 
tai rašoma x<y, arba y>xX. 

Norėdami aiškiai suformuluoti paskutinę, penktąją šios grupės aksiomą, 
įvesimę tokius pagalbinius apibrėžimus. 

Sakykime, A yra bet koks aibės R poaibis. Aibės R elementas y yra va- 
dinamas aibės A viršutiniu rėžiu, jei x<y, imant bet kuriuos x iš A. 
Jei aibėje R egzistuoja bent vienas aibės A viršutinis rėžis, tai aibė A yra va- 
dinama aprėžta iš viršaus. Aibės A viršutinis rėžis yọ yra vadinamas 
tiksliu viršutiniu rėžiu, jei »,<y visiems aibės A viršutiniams rėžiams 
y, t.y. jei y, yra mažiausias iš visų aibės A viršutinių rėžių. 

Dabar galima suformuluoti paskutinę, penktąją aksiomą: 

5) bet kuris apibrėžtas aibės R poaibis A turi tikslų viršutinį rėžį. 

Iš surašytų aksiomų galima išvesti bet kurias realiųjų skaičių savybes. 
Aksiomų neprieštaringumo ir nepriklausomumo čia nenagrinėsime. 

 Panagrinėkime tokį pavyzdį. Tarkime, kad R yra realiųjų skaičių aibė, 
o R yra aibė, sudaryta iš tokių aibės R elementų porų, kuriose antrasis elemen- 
tas yra 0, t.y. (x; 0), (x; 0), (z; 0), ... (čia x, y, z — aibės R elementai). Api- 
brėžkime aibėje R sudėtį, daugybą ir nelygybes formulėmis: 


(x, 0) + (y, 0)=(x+xy, 0), 
(x, 0) i (y, 0)=(x "Yo 0), 
(x, 0) < (y, 0), jei x< y 
bet kuriems x ir y iš R. Nesunku patikrinti, kad aibė R, kurioje šitaip apibrėž- 
tos aritmetinės operacijos ir nelygybės, tenkina visas realiųjų skaičių aksio- 


mas, todėl, remiantis apibrėžimu, aibė R irgi yra realiųjų skaičių aibė, o jos 
elementai (x, 0) — realieji skaičiai, 
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Realiųjų skaičių klasifikavimas 


Jeigu R yra kokių nors elementų aibė, kurioje taip apibrėžta sudėtis, 
daugyba ir nelygybės, kad būtų patenkintos visos realių skaičių aksiomos 
(t.y. R — realių skaičių aibė), tai tos aibės elementus galima tam tikru būdu 
sužymėti skaitmenimis. Pirmiausia, iš aksiomų išplaukia, kad aibėje R egzis- 
tuoja „nulinis“ ir „vienetinis“ elementai. Juos žymėsime atitinkamai skaitme- 
nimis O ir 1. Aibės R elementą 1+1 žymime 2, elementą 2+ 1 Žymime 3 ir t. t, 
Elementus 1, 2, 3, ... vadiname natūriniais skaičiais. Natūriniai skaičiai, 
jiems priešingi skaičiai ir nulis sudaro sveikųjų skaičių aibę. Skaičiai x, kurie 
tenkina nelygybę 0<x ir nėra nuliai, vadinami teigiamais. Neigiamais 
vadinami skaičiai, priešingi teigiamiems, 

Yra sutarta skaičiui x priešingą skaičių žymėti —x, o skaičių y ir —x 
sumą y+ (—x) vadinti skaičių y ir x skirtumu ir žymėti y— x. Panašiai nenuli- 


l | „d 
nio skaičiaus x atvirkščią skaičių yra sutarta Žymėti 0 skaičių y ir y san- 


| 
daugą y- m vadinti skaičių y ir x dalmeniu ir žymėti 5, Tuo būdu, realiųjų 


skaičių aibėje apibrėžiamos atimties ir dalybos iš nelygaus nuliui skai- 
čiaus operacijos, t.y. taisyklės, kurios skaičiams x ir y priskiria atitinkamai 


skaičius x— y ir p Sveikųjų skaičių dalmenis vadiname racionaliais 


skaičiais. Tuos skaičius, kurie nėra racionalūs, vadiname irracionaliais. 
Panašiai galima apibrėžti laipsnius, šaknis ir kitas sąvokas, susijusias su rea- 
liaisiais skaičiais. 

Naudodami įvestus apibrėžimus ir remdamiesi aksiomomis, galime įro- 
dinėti įvairias realiųjų skaičių savybes. Pavyzdžiui, galima įrodyti tokį teiginį: 
jei x>0 ir y — bet koks realus skaičius, tai egzistuoja toks sveikas skaičius 
n, kad nx<y ir (1+1) x>y. Šis teiginys vadinamas Archimedo principu ir 
įrodomas, remiantis aksioma apie tikslius aprėžtos skaičių aibės rėžius (pas- 
kutine aksioma). 

Įdomu pastebėti, kad realiuosius skaičius galima apibrėžti kitomis 
aksiomų sistemomis. Pavyzdžiui, išmetus iš aksiomų sistemos aksiomą apie 
tikslius rėžius ir laikant Archimedo principą nauja aksioma, gaunama ekviva- 
lentiška aksiomų sistema. Toje sistemoje teiginys apie tikslius rėžius jau bus 
įrodomas, t.y. bus teorema. 
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šURINYS 


Kompleksiniai skaičiai XVI amžiuje“ 


s .e’s e e sas eve voel oo .)]o.)oaocvi) 


Kompleksinių skaičių apibrėžimas ....osssasessroreresoreros 
Kompleksinių skaičių vaizdavimas plokštumoje. Trigonometrinė 
kompleksinių skaičių forma 


09-00 a 440404 040 0,44 a.) > 0000 uo au a os ao) so r G 


Kompleksinių skaičių vaizdavimas, sferoje. Stereografinė pro- 
jekcija 


0» 0-0 O O O O O O E O 4 UL 40.44. 404444 044 4.44 r r T S S 4 0 sns a odų o. o ao oo 


Kompleksinio kintamojo funkcijos 


e e e: o epe o o’ ùe dpp ana L a so o ooo ė 


Kompleksinio kintamojo funkcijų ribos ir išvestinės. Analizinės 
funkcijos 


06 6.03 04 0,40 O a O O O O S O S O E E 0 E E E r T so 0 00 4) o oo 0. 0 4 E E a E ao >) r 


Išvestinės egzistavimo sąlygos 


Išvestinės modulio ir argumento geometrinė prasmė. Konformiš- 
kas atvaizdavimas 


o.) 9)0 0.4 0-2 - 00.00 0 00.00 00 ao) o 0 0) 0 a. 04) ou o sn 04 a a. 0) on . vo) 


Konformiškas visos plokštumos atvaizdavimas į visą plokštumą 


Analizinių funkcijų pritaikymės žemėlapių sudarymui 


Hidromechaninė analizinių funkcijų prasmė 


o. ù e Aha o’ 0) 49) o lt .) 4 vy op 


Priedas. Realieji skaičiai 


